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Dreizehnter Abschnitt. 

Mechanik^ 

bearbefteLvo!^> av y \ 
/<^1>«^^F e r d i nan d Min ding* 

1* Allgemeine Statik. 

Bekanntlich lassen aich alle Eniwidkelangen der Statik aaf 
den Sata der virtuellen Geschfvindigkeiten als gemeinschaftlicbes 
Priocip zurackführen. Bezeichnet P die Intensität einer Kraft, 
ds eine beliebige unendlich kleine Verrfickung ihres Angriffspunc- 
tes, welche jedoch mit den Bedingungen vertrSglich sein muss, 
denen die Lage desselben unterworfen ist; beisst ferner der Win- 
kel zwischen den Richtungen von P und ds« s«^ ist P ^cos* ^ ds das 
Product aus der Kraft in die Projection der Verrückung des Pnnc- 
tes auf die Richtung der Kraft, oder auch das Product aus der Ver- 
rückung des Punctes in die ihrer Richtung parallele Componente 
der Kraft, welches Product das virtuelle Moment der Kraft P genannt 
wird. Dasselbe ist positiv oder negativ, je nachdem der Winkel 
spitz oder stumpf ist, oder je nachdem die Fortrückung paoh der 
Richtung der Kraft in dem Sinne der Kraft oder diesem entgegen 
geschiebt. Nach dem Satze der virtuellen Geschwindigkeiten muss, 
für das Gleichgewicht eines Systems, die Summe der virtuellen 
Momente für jede virtuelle Yerrückapg der Puncto gleich Null 
sein. Diese gewöhnliche Aussage ist hinreichend, wenn zwischen 
den Coordinaten der Puncto Bediogungsgleichnngen Statt finden, 
die auf keine Weise verletzt werden dürfen, also wenn die Puncte 
gendtbigt sind, auf gewissen Flächen zu bleiben^ die entweder un- 
mittelbar gegeben sind, oder dje man aus den Bedingungsgleichungen 
des Systems erhält, wenp man in diesen nur die Coordinaten ei- 
nes Punctes als veränderlich betrachtet« Um auch sogleich solche 
Fälle zu umfassen, in wichen Puncte nur auf gegebenen Flächen 
so liegen, dass sie sich von ihnen nach einer Seite entfernen kön- 
nen, drückt ^auss den Satz der virtuellen Geschwindigkeiten so 
aus^ das die Summe der virtnellen Mommte, für jede zulässige 
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2 1. AUgemdoe Statik. 

virtadle Bewegnng, fflr das GleichgeTPicht gleich Null oder nega- 
tiv sein mf8S,,ako nie einen positiven Werth erhalten darf. In 
der That ist, wenn ein Punci anf einer PlSche liegt, von welcher 
er sich nach einer Seife in der Richtung der Nonnale entfernen 
kann, das virtuelle Moment des Widerstandes der Fläche, für eine 
Verrfickung des Punctes in dtr Riditüng der Normale, offenbar 
positiv, weil die Verrfickung nur in dem Sinne des normalen Wi- 
derstandes geschehen kann; und da es in Verbindung mit den vir- 
tuellen Momenten der übrigen anf den Pnnct wirkenden Kräfte 
die Summe Null geben tnnss, wenn der Punct im Gleichgewicht 
sein soll, so mnss für diese normale Verrückung die Summe der 
virtuellen Momente der (kbrigen Kräfte negativ scfin; eine Bemet** 
kung, welche sich leicht auf cfhoi System ibertragen lässt tmd da- 
durch den obigen Au8dru<:k liefert. 

Im 4ten Binde des Crelleschen Journals föf Math. (S. 232.) 
hat Gaus das Grotadprincip der Mechanik in einer neuen Fomi 
dargestellt, welche unmittelbar die Biewegung wie das Gldcbges» 
wicht nmfasst, tiämlich in folgender: Die Bewegung eines 9y- 
stenneä irgendwie mit einander Verbundener Puncto geschieht in 
jedcDti Augenblicke in tnöglich grüsster lleb^reinstimmung mit der 
freien Bewegung, oder unter itaöglich kleinstem Zwange, indem 
inan als Maass des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeit- 
theilcfaen erleidet, die Summe der Prodncte aus dem Quadrate 
der Ablenkung jedes Ptonctes von seiner freien Bewegung in seine 
Masse betrachtet. 

Sind nämlich m, m', m'^, ... die Massen der Puncto; a, a', a^', 
. . . iht'e Orte zur Zeit't; b, b^, b^', ... die Orte, welche sie nadi 
der unendlich kleinen Zeit dt in Folge der wibrend dieser Zeit 
auf sie wirkenden Kräfte und der tur Zeit t erlangten Geschwin- 
digkeiten und Riditungen einnehmen würden, falls sie alle voll- 
kommen frei wären ) so werden die wirklichen Orte c, c', &\ • • * 
diejenigen sein, für wehhe, nnter allen mit den Bedingungen das 
Systems vereinbaren, m (bc)* + m' (b'C)* + m" (b'c")* + • • • 
ein Minimum wird. 

Das Gleichgewicht ist offenbar nur ein einreiner Fäll dieses 
allgemeinen Gesetzes, und die Bedingung dafür^ dass tti(ab)^ -f 
m' (a^O* + • • . selbst ein Minimum sei, oder daiBs das feefaarreii des 
Systems im Zustande der Ruhe der freien Bewegung der einztliien 
Puncto näher liege, ab jedes «ndgliche Herauitrelen ans demselbev. 
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1. AllgeoMiiie Statik. 3 

Die AUeHiii% dieses PriBeips aus dem Sttce - der Tirtttelitn 
<3e«cfawindigkeiteii gescbküit aiit Bfilfe des d'AlexBberiidien Prin^ 
«ips anf folgende Weise: 

Die anf den Ptanci m wirkende Kraft ist znaammengesetiEft 
mn einer, die in Yerinndimg mit der ioar Zeit t Statt habendes 
«Geschwindigkeit nad Richtung ihn in dtit Zeit dt Yen .a nach e 
Üiut und dner «weifen,, die ihn in dersidben Zdi ans der Snhe 
m c darch cb fl&hren würde, wenn er frei wäee. Dasselbe gilt 
wöfa den andern Pnncten. THe Wklcttng dieser sweHen Krl^ 
werden dadurch aufgehoben, dass die Puode nicht frei snld^ ^er 
«s mfiesen, nach d'Alemberts Prineq), die Paacte ■ », m^ . • des 
Systemes in c, c\ c% •«. unter alleiaigier Wirkmag dieser Kräfte, 
▼ermöge der Bediagangen des Systismes, im Gleichgewichte sein. 
Denkt man sich daher die Pnnete m, m\ m'V- • • ^Q* Cj.cV«^, - • • 
anf irgend eine mit deil bs^ngungen des S^reteias TertdigBcbel^eise 
nach dem Orte y, /^ y*\ . • • Terscfaoben, und sind ^, ^, . ; die 
Winkel, welche ^^ ey*^. . mit cb, ci)^, . . . ctnsohiiessen,* so ist 
nach dem Gesetae der virtnellen Gesdiwindtgkeilien am. cb. ^y, cos. ^ 
'a&tweder Null 4)der negatir. Da Mn ;'b' m^A^ '^t,^^ — 2 ob. c/. 
4M>8.^, so folgt hieraus, dass am. ;'b*--<>2m. ob*a82m.e^'-*-^22m.db. 
e;^. COS. ^ imfmer positiv sein wird, also am.;4i^ immer grösser ab 
am. d)^, d. i. dass Sm. cb* ein Minimmai «ein wird; w. a. b. w. 

So ^Igemein «diese Pnncipien sind, so trägt deeh das Gesetz 
der virtodien Geschwindigketten seinen Beweis keinesweges in 
ndi selbst, sondern es muss erst auf einfachere Grundlagen snr&ck- 
^eföbrt werden. Diese bestehen in dem Pardlelogramm der 
KrSfte md in dem Axiom Ton der Oleichbeit awischen Action 
und Reaction, au deren VerknCpfung der SatE der virtuellen Ge 
•sdrwindigkeiten als allgemeinste Folgerung hwvorgeht. Gewinnt 
man dnrch diesen eme aUgemme Methode, um die Probleme der 
(^iik in Gleichang zu setzen, so verflhrt man doch nicht weni* 
^er disect, wtenn man diese Probleme, ohne jenen Satz ananw^n- 
«deo, usnittidbar aaf ^ genannten Grandiagen znrüc^dhrt. — Zu 
den wichtigsten Vereinfachungen, welche die Statik 4urch solche 
aaf i<e einiachsten Gründe zurückgehenden Betraehtungen gewon- 
aiißn hat, gdiört die Einführung d^ KrMepaare von Poinsot, 
welche, wenn sie audi nicht als ein neues Resultat, sondern nur 
als ein anderer Ausdruck lör die Theorie der Momente anzusehen 
ist^ ^ch dordi Ihre Angemessesdirit die elei&entaren Untersuchung 



4 1. Ailgemme Statik. 

gen ftber das Gleicbgewicht sehr erleichtert und sa einem hohen 
6rffde geometrischer Anschaulichkeit erhebt« Eine nähere Angabe 
dieser Theorie wird man hier nicht erwarten, weil dieselbe schon 
zu den filieren Arbeifen gehört; es genCigt, hierüber auf die JS7e- 
men8 de'SlaÜqne von Poiosot zu verweisen, jso wie auf einige an* 
dcre Lehrbücher, in welche diese Theorie, nachdem sie lange keinen 
merklichen Eingang gefunden, erst in der neuesten Zeit Sberge- 
giingcn ist, nanicndich auf das Lehrbuch der Statik von Möbioa) 
Leipzig 1837 und auf das von mir herausgegebene Handbuch der 
theoretischen Mechanik, ßerlin 1838. 

Mit Hälfe dieser auf. geometrische Anschauung gegründeten 
Betrachtungsweise hat Poinsot' neuerlich das dynamisdie Problem 
der Drehung eines festen Körpers, auf welchen keine beschleuni- 
gend«! Kräfte wirken, auf sehr elegante Weise bebandelt. Seine 
Schrift.: Thiorie nouvelie de la roialion des corps, Paris ISBi, 
giebt jedoch nur den Gang und die Resultate der Untersuchong 
an; die Beweise muss der Leser selbst ergänzen. 

Eine früher in die Statik nicht eingeführte* Uotersnchnng 
gründet sich auf foldende Betrachtung. Wenn an den Puncten 
eines festen Systemes oder Körpers unveränderliche Kräfte haften, 
d. h. solche, die bei jeder Verschiebung des Körpers nach Rich- 
tung und Intensität ungeändert auf dieselben Angriffsjiuncte wir- 
ken; so hängt ihre Wirkung, welche der Thieorie der Kräftepaare 
zufolge sich immer und nur auf eine Weise auf die einer einfachen 
Kraft und eines zu derselben senkrechten Paares zurückführen lässt, 
oiTenbar von den verschiedenen Stellungen ab, in welche der Kör- 
per durch seine Verschiebung gegen die Kräfte gebracht wird, 
^nd insbesondere die Kräfte parallel und ist ihre idittelkraft nicht 
gerade Null, so haben sie bekanntlich für jede Stellung des Kör- 
pers eine einfache Resultante, welche den Körper beständig in ei- 
nem festen Puncto, dem Mittelponcte der parallelen Kräfte oder dem 
Sehwerpuncte, triiTt; Dieses eidfache Resultat hat sich einer gros- 
sen Erweiterung fähig gezeigt, in Betreff deren ich auf die Statik 
Ton Möbius so wie auf hiein Handbuch der Mechanik verweise, da 
hier nicht der Ort ist, auf den Gegenstand ausführlich zurückzu- 
kommen. Der Umstand, dass diese Untersuchung sich gleichzeitig 
zweien von einander ganz unabhängigen Bearbeitern der Statik, 
wenn auch unter verschiedenen Gesichtspuncten, dargeboten hat, 
flieht dafür, dass es sich dabd nm mat folgerechte EntwidcdaDg 
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1. AUgemdne Statik. 6 

der Prindpien dieser Wissensehaft, um eine iheoretiseh nolbwea- 
dige Ergänzung ihres Systems handelte. In diesem Betrachte mag 
es. gestattet sein, hier ()en Mittelpunct voa'Kräften in einer Ebene, 
als einen einfachen nnd bei verschiedenen (Gelegenheiten anwend- 
baren Fall hervorzuheben. 

Es seien P, P', P'^ . . • beliebige Kräfte in einer Ebene, an 
einem System festverbundener Puneie angebracht, R die lutensilit 
ihrer Resultante, welche nicht gleich Null sein aoll, so hat man, 
die Axe der x der Richtung von R parallel nehmend und die 
Kräfte nach z nnd y »erlegend, aur Bestimmung der Intensität 
und der Lage von R folgende Gldchungen: 

P COS. a + P' COS. a' + ...» R 

P sin. a + P COS. a' + ...=■ O 
P (y COS. a — X sin. a) + F (y cos. a' — x' fho. a^ + •••"■ R 9 
wenn 4 und 17 äie Coordinaten irgend eines Punctea in der Rich- 
tung der Resnltante bezeichnen. 4 fällt ans obiger Gleichung weg^ 
weil R der Axe x parallel ist. Sind femer n, y neue recht* 
winkliche Coordinaten aus demselben Anfange, und 9 die Neigung 
von n gegen x, so hat man x i» u cos. 9 + v sin. ^, y bs — u 
sini g> + y COS. §p, und wenn i* nnd 17' die Coordinaten kn zweiten 
Syttem f&r einen Punct der Resultante bezeichnen, auch 17 «3 — 
4' sin. 9> + V ^^^ SP) folglich: 

R (1/' COS. gp — 4' sin. 9) as P [v cos. (9 + a) — U6in.(jp + a)] + 
P [v' cos. (g> + a') — n' sin. (9 + «')] + .-• 
Denkt man sich dieAxen n und y In dem System der 
Puncto fest, und dreht man dieses, zugleich mit jenen ^ um den 
Anfang der Coordinaten, während die Axen x y in der Ebene 
nngeändert bleiben, so entspricht jeder Lage des Systemes ein be« 
stimmter Werth yon 9, und die vorstehende Gleichung giebt für 
jede Lage des Systemes die Lage der Resultante in demselben an. 
Ihre Form tehrt sogleich, dass sich die Coordinaten eines Punctea 
in der Resultante finden lassen, welche ihr unabhängig von 9» Ge* 
nige leisten; man erhält dieselben ohne aDo Rechnung, wenn man 

5P BS und 9>Bs-r- setzt, nSmlich: 

R 4' «> P (y sin. a + u cos. a) + P^<v' sin. a' + u' cos. «0 +- / 
R i;" n P (y COS. a— u Sin. a) + P' (v' coB. a' — a'.ain. a% + - . 
Jede Resnltante trifit.also das SysteQS in devt . bfBsiimmteD 
Ponot, dessen Coordinftten 4' ondV ducb voralebanda <Sleidtiiii^ 
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6 . i, AUgenwiiie Statik. 

g^ gcgtben sind) od«r bringt sian an diesem Pttncte (dem Mil- 
telponbte d«r Kräfte P, PS PS . . .) eine d^ ResoHante gerade 
gleiofae und entgegeogesetste Kraft an, so entateht eifi Gleicfage^ 
wicht, welches durch beliebige Verschiebung des Systems der An- 
griffspuncte nicht gestört wird. 

Anstatt das System der Angriffspnncte va drehen, kann man 
dasselbe auch unbeweglich lassen, und alsdann die Krifte dbne 

- Aenderong ihrer gegenseitigen Neigungen um ihre Angri&puttcte 
drehen. Diese Bemerkong führt auf folgende Constmclion: Es 
seien P und Q zwei Kräfte in einer Ebene, A und B ihre An«- 
griffspunte; man verlängere die Richtungen von P und Q bis im 
ihreln Durchschnitte C (Fig. 1. Taf.l.) und ziehe aus C die Re- 
sultante R, lege durch die Puncte A, B, C einen Kreis, welcher 
die' (verlängerte) Richtung von R In M sehneide, so ist M der 
Mittelpntict von P und Q. Denn indem sieh P und Q drehen, 
dnrehlänft die Spiti« des unveränderlichen Winkels C einen Kreis, . 
und die Resnltante R theilt den Winkel A C B, folglich auch den 
Bogen AHB, in zwei nnveränderlicfao Theile, und geht mithin 
durch den festen Pufict M. In Binsidat der L^ge dieses Pnnctes 
ist iiodi zu bemerken, dass, wenn man die Sehnen MA, MS 
zieht, die Seiten des DrciekesAHB sich verhalten, wie die an der 
Spitze ihrer Gegenwinkel angebrachten Kräfte, nämlidi AM : MB : 
BA BBS Q : P t R. Diese Proportion besteht auch f(H*t, wenn die 
Kräfte einander ' parallel gedaeht werden, wobei^ den Mittelpnnct M 
in die gerade Linie AB oder in deren Verlängerung rüc&t. Nur 
wenn R an ist, alto die Kräfte P und Q auander gerade gleieh, 
parallel und entgegengesetzt sind, mithin ein Paar bilden, haben 
sie keinen Mittelpantt. 

Dordi Sänfttbrung dieses Mittelpnnctes in die Elemente der 
Statik ^rd die bish^ gewöhnliche besondere Hervorhebong der 
paraUelen Kräfte «indtfaig gemacht, nnd die Betrachtung unmit- 
telbar auf die beiden HanptfäUe hingeleitct, welche allein ei- 

' nen wesentMehen Unterschied darbieten, je nachdem nämlich, bei 
zwei in einer Ebene befindlichen Kräften, die Mittelkraft R nicht 
Null und mithin ein Mittelpnnct vorhanden ist, oder R e» ist 
nnd die Kraft« ein Pttar bilden. : 

Denkt man sich altgemein im Räunie an den Ptaneten eines 
Körpers Mftnv^eitfindtfrliehe Kräfte angebracht, so isi nnte^ einem 
Mitfel^ttttcte dieser Ktäfte ein solcher PonH des Körpers sn 
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1. Allgti««iiio Statik. 7 

▼enteben, dascb wekhen die ÜMalUnt^ beiifidig gDbl, wenn 
der Körper in eine stetige Folge vertcbiedeneir L#geii g^|>riiG)it 
wird. Ea geht aqci dieser Erl^llkung sebon bervor, dm ein Mit- 
telpnnct nur vorhand^p ist, sobald ^ne einfache Resi^ltante Statt 
findet^ wenn aber di^i Mittelkraft der auf de^ Korper wirke«* 
den Kräfte nicbt Null ist, so giebt es immer nnxüblige Lagen des 
Körpers, in weicben die Kräfte «ine einfacbe Resultante b^ep> 
Für jede solcbe Lage ergeben sich in der Richtung der Resultante 
zwei Mittelpunctej nömlipb wenn der Kdrp^r um ein^e bestimmte 
dnreb einen dieselr Punkte gelegte A^e gedreht wird, sg besteht 
die Torige einfädle Resultante nnabänderlicb fort^ und trifft mit«- 
'bin^ während sie im Allgemeinen dem Korper in versduedene^ 
Stellen begegnet, ihn sngleiieh fqrtwthreod in dem9e}ben Mittel^ 
punete- «Die Folge (tUer fieser Miltelpuncte bildet iqi Körper da^ 
Syatem einer Ellipse und einer Hyperbel, welche in zwei gegen- 
einander aenkj*eobten Ebenen so liegen, dass die 3rennpuncte dqr 
einen in die Scheitel der andern fallen. Jede gerade Linie, wel«- 
ehe einen Punct der Ellipse mit einem Pnnele der Hyperbel Ter« 
bindet, stellt die für eine gewisae s^ngehörige Stellung ^ea Kor* 
pera stattfindende einfacbe ' Resultante der; ihre Dnrcbscbnittf 
mit jenen beiden Curvan sind die in dieser ResnUente befindli- 
chen Mittelpnncte, und die Tengenten jeni^r €oryea| In diesen 
Durchacbnittsponcteni sind die AxAn, nni i^elcba der Körper bd 
unveränderlich fortbestehender einfacher Resultante, gedreht wer- 
den kann. In Betreff der weiteren Ausffibrung dieses Gegenstan- 
des mnsa auf die genanaleB Lehrbücher Ternksen werden. 

Ueber das Gleichgewicht elastiseb * biegsamer Fäden findet 
man in der Statik von Möbius eine lehrreiche und zugleich auf 
einfache Wdae dargestellte Untersuchung. Derselbe Gegenstand 
Ist ancji in meinen Handbncbe in mancben Puncten Ton der ge« 
wohnlichen Weise abweichend behandelt. Die Anwendung dieser 
Theorie auf die Biegung elastischer Stäbe und das daraus herzu- 
leitende Maas ihre Festigkeit findet man am vollständigsten bei 
Kavier im Resnm6 des le^ions donn^es i P^cole des ponts et 
cbanssees snr Fapplication de la m^canique h r^tablissement des 
eonstrneiions et des maebines. Deuxitoe Edition. Paris 1833* 
2 voL 8. Die bei diesen Anwendungen gewöhnliche Annahme, 
dass gewisse Fasern und namentlich die, welche dureh die Schwer^ 
pnncte der Querschnitte eines prismatischen oder cylindriscben 
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8 1. AUgemeiae Stalik. 

Stibes gehl, in Folge der Biegang keine Spannnng erleiden, und 
sich daher weder verlängern noch verkürzen, ist för kleJM-Bie» 
gongen völlig hinreichend ; nach dem allgemeinen besetze ^er 
Spannung in der elastischen Curve ist jedoch die Spjpni|pg in 
jedem Elemente der mittlen Faser der nach der Richtung dies^ 
Elementes wirkenden Componente der biegenden Kraft gleich; sie 
ist folglich von einem Elemente zum andern veränderlich, jedoch 
überall sehr klein, wenn die Richtungen der Elemente auf der 
Richtung der Kraft fiberall nahe senkrecht sind. 

Den Einfluss der Schwere auf die Figur eines in zwei Pnnc- 
ten von gleicher Höhe aufgelegten Stabes hat Bessel in seiher 
die Einheit des preussischen Längenmaasses betreffenden Schrift, 
Seite 121 — 136, untersucht und für die Yerkfirzung des Ab- 
Standes zwischen den EndCISchen eine Formel entwiclcelt, welche 
hier folgt. Es sei (Fig. 12.) der Staab CC, dessen MilteA, Länge 
CC'B=ä21, in zwei von den Enden gleich weit abstehenden Puncf- 
ten B und B' wagerecht aufgelegt; die Länge BC «s B'€^ sei == a, 
also AB SS 1 — a. Man lege die Axe der x wagerecht durch die 
gerade fiber den Stfitzpuncten B und B' liegenden Puncto der Mit- 
tellinie des Stabes, so dass für diese ysso sei; der Anfang derx 
sei in der Mitte zwischen diesen beiden Puncten; die y seien po- 
sitiv nach oben. Wegen der Kleinheit der Biegung darf man bei 
Berechnung der Gestalt der Mittellinie die zweiten Potenzen von 

-^vernachlässigen, also ds =s: dx und s =s x setzen, wobei der 
Bogen 8 in A anfängt; ferner ist auch die Krümmung im Pnnete 
xy der Mittellinie = dt j4 ^^ setzen. Das Moment des Wider- 
standes gegen Biegung, bekanntlich der Krümmung umgekehrt pro- 
portional, ist daher ess v j-^) ^^ ^ ®>°® ^^^ ^^^ Spannkraft und 

dem Querschnitte des Staabes abhängige Consfante ist Der Aus- - 

d'y 
druck V j-j ist positiv oder negativ, je nachdem der Widerstand 

gegen Biegung den vom Puncto xy bis zum Endptincte reichenden 
Theil des Stabes abwärts oder aufwärts zu drehen strebt. Dieses 
vorausgesetzt, erhält man zunächst für das Gleichgewicht des Thd- 
les AB, welcher sich als in A wagerecht eingeklemmt betrachten 
iässt, folgende Gleichung, in welcher f» das Gewi<;ht der Längdii» 
einheit des Stabes ist: r^ ' t 
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1. AU^emeine Statik. 9 

Das zweite Glied ist das Moaient, in Bezog auf den Panct xy 
in AB, der zwischen ihm und € hefindUehen Theile des Stabes; 
nämlich /uds ss fidxf ist das Gewicht eines solchen Theiles, dessen 
Abscisse x' ist und der mithin am Hebelarme x^ — x wirkt. Der 
"Widerstand der Stutze in B ist gleich dem halben Gewicht des 
Stabes, also es jul, und wirkt aufwärts drehend am ^Hebelarme 
1 — a — X. Vollzieht man die Integration, so kommt 

Hieraus folgt durch Integration, da ffir x a 0, ^ «^ 0, und ßr 
xi=l — a, JBO sein muss: 

^ -vg-f jx«-31(I^2a)xj 2. 

-»7« ^|x«-(l-a)«j jx«+(l-.a)>..6ia-2a)| 3. 
Ffir den Theil BC ist 

folglich -ril«4^|(x-l)»-CJ 5. 

uBd C » 1 (21* -- 6 a 1 + da*), weil f&r x « 1 -• a die Wertbtf 
Ton -r^ aus 5. und 2. gleich sein mBssen. Endlich, da iQr x » 1 — a, 
y es sein muss: « 

-ry-^j(x-l)*_a*^4C(x_l + a)j 6. . 

Die Terkurzung des Abstandes der Endpuncte ist «> 

2/^ J V^l + \^) — 1 1 dx; odei^ in hinreichender Annäherung ■■ 

fS^ dx, wo für ll^ von x « bis x — 1 — a der WeHh 2., 

von X B« 1 — a bis X Ä 1 der Werth 5. gilt. Hieraus folgt, wenn 
noch a asyl gesetzt wird, die Verkürzung =» 

5g5(^yU j^ — 96y + 120y' + 40y*-120y* + 42y« + y«jj 
sie erlangt ihr Minimum, zufolge der Gleichung^^ g «= -^^^^^40y 
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10 1. U^r Antidiiing nach 

+ 120y» — 480y* + 210y* + 6y' für y = 0,44062. Dw Stab ver- 
kürst sich also am wenigsten, wenn er am 0,22031 seiner ganxen 
Linge Ton den Endpnncten entfernt aufgelegt wird; diese kleinste 

Verkürzung ist = (j^y ^' • 0,0000836; bei Auflegung der End- 

pnacte, also für ?» « 0, betrfigt die Verküninng: (^* V . 0,0539663. 
Anderweitige Ausführungen sind in der Abhandlung nachzusehen. 



2* Allgemeine Sütse über AnsiehiiRgen nacli dem 
amgekehrten Quadrate der Gntfernnng. 

Die Berechnung der Anziehung, weiche eine irgendwie im 
Räume vertheüte Masse, deren Elemente nach einem Gesetze der 
Entfernung anziehend wirken, auf einen gegebenen Punct aus- 
übt, lässt sich bekanntlich auf die Bestimmung einer Function 
der Coordioaten dieses Punctes zurückfGhren, aus welcher sich, 
durch Differentiation nach diesen, die Componenten der Anziehung 
ergeben. Diese Funotiott (von Gauss Potential genannt), ist 
das Integral des Ausdruckes für das Tirtuelle Moment der ge- 
sammten auf den Punct wirkenden Anziehung. Bezeichnet m ein 
Element der anziehenden Masse, m . f (r) die von ihm auf den 
Punct O, in der Entfernung r, ausgeübte Anziehung, ds eine 
beliebige unendlich kleine Verruckung des angezogenen Punctes 
Ton O nach 0% durch welche die anfängliche Entfernung mO»r 
in mO^«Kr+dr übergeht, und welche mit der Richtung Om dep 
Winkel O^Om»^ bildet, so ist m.f (r) . cos. ^. ds das virtuelle 
Moment der Kraft mf (r) an O, Bezeichnet man noch mit e den 
Winkel Om O', so giebt das gleichnamige Dreieck folgende Gleichun- 
gen: (r + dr) sin. « = ds. sin. ^, und (r + dr) cos. « + ds cos. ^ «= r, 
welche sich für ein unendlich kleines ds, in r« ss ds. sin. ^, und 
dr BS — ds. cos. & verwandeln ; folglich ist *^ m • f (r) . dr das vir- 
tuelle Moment der von m auf O ausgeübten Anziehung. Setzt man 
.—/fr . dr aes F (r), und V =*» sm F (r), wo das Sommenzeicben sieb 
auf alle Theile der anziehenden Masse erstreckt, so ist V das 
Potential der anziehenden Masse für den Punct O, und wenn man 
mit R die Intensität der gesammten Anziehung, mit dp das Element 
.der Richtung von R, also mit R dp das virtuelle Moment von B, 
mit, X,X,Z die Componenten von R pach s^j^i bczeichnett so ist 
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dem nmgdcdirtiii QiitArale der EntternoDg. ü 

dV-Rdp«Xdx + Yiy + Zd», 

also X- -3^, Y»^, Z-^. 

Denkt man sieb die Coordinaten x, y^ s durch- irgend drei- 
andere veränderliche Grössen p, q, t aasgedrückt, so wird V eine 
Function von p, q, t. Nimmt man zwei dieser Grössen, q und t, 
als constant an, so sind x, y, s nur noch durch p veränderlich, 
und gehören mithin irgend einer Curve im Räume an, deren Bo- 
gen s sei. Alsdaim ist s eine Fanetion von p; es sei 8 = f (pX 

, , r, ^ V . . dV aV ' dx , dV dy dV ds 
alsods = f'p.dp. Nunist^ = ^.^ + ^.^ + -jg.,^5 

folglich -T-- aas -^ . -j- + . . . «s X COS. a + , wcun a, Ay die 

dV 
Neigungen von ds gegen die Axen x, y, z sind^ also ist --r— die 

nach der Richtung von ds wirkende Coraponente der Anziehung. 
Ffir eine dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportionale 



m 



Anziehung ist das Poteniial V = 2—. as 3 

wo a, b, c die Coordinaten von m, und x, y, z die des angezo- 
genen Ponctes O sind. Lie^ O in endlicher Entfernung von 
jedem Elemente der anziehenden Masse, so ist klar, dass sowohl 
V als anch seine Differential -Quotienten nach x, y, z endliche 

bestimmte Weiihe erhalten. Man findet -j— aas s ■ ^. - — , -^ — 

dx r» * dx* 

"« s P^*^^^* — ^1 m, und ähnliche Ausdrucke för ^ u. s. f., 

d*V d*V d*V 
woraus sich ergiebt: -r^ + -rp^ + -j-^ «0. Ist also ein beliebiger 

Raum mit anziehender Masse erfüllt, so gilt vorstehende Gleichung 
ffir das Potential jedes ausserhalb dieses Raumes liegenden Punc* 
tes. Sucht man dagegen das Potential f&r einen der anziehenden 
Masse selbst angehörigen Punct, so erhält r unter andern auch 
unendlich kleine Werthe, und man sieht nicht sogleich, ob auch 
alsdann dem Potentional und seinen obigen Ableitungen noch be» 
stimmte Werthe ankommen. Durch Einfftfamng voni^olar-Coordf« 
naten mittels der Gleicbongen aaBx + r ain. i|i, b ■■ y + r eos. '4* sin.^, 
o sss z -f r cos. i|; eos. 9 ergiebt sich jedoch als Ausdruck eines un- 
endlich kleinen MaiBsen-Elementes, wenn k die Dichtigkeit bezeich- 
net, mwskr* dr.cos.'4'd9)d'4'; mithin 
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12 2. Ceb«r Aniiehin^ naeh 

veoraas die Endlichkeit und Stetigkeit der Werthe von Y und 
•j- hervorgeht, in so fern die Dichtigkeit k überall als endlich 

vorausgesetzt wird. Die zweiten Ableitungen -g-v» "TV? 'TT' 

bleiben ebenfalls überall noch endlich, Sndern sich aber bei dem 
Uebergange aas dem äusseren in den inneren Raum nicht mehr 
stetig, und die obige Gleichung zwischen ihnen, wdche für einen 
äusseren Punkt gilt, geht für einen inneren Punkt O in folgende 
über: 

wo k die Dichtigkeit in O ist, und vorausgesetzt wird, dass 
diese sich von O aus nach allen Seiten naeh der Stetigkeit ändert. 
Man kann übrigens diese Gleichung als die allgemein gültige an- 
sehen, in so fern für einen äusseren Punkt kasQ ist. Den stren- 
gen Beweis dieser Sätze muss man in folgender Abhandlung nach- 
sehen: Untersucbungen über die im verkehrten VerhällDisse des 
Quadrates der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstos* 
sungskräfte von C. F. Gauss} Leipzig, in der Weidmännischen 
Buchhandlung, 1840. Auf eine minder strenge Weise ist man 
sonst zu diesem Resultate durch Betrachtung einer gleichmässig 
erfüllten Kugel gelangt. Es sei € ihr Miltelpunct, q dessen Ent- 
fernung vom angezogeneä Puncte O, r die Entfernung eines 
!Elementes m der Kugel von C; ferner sei ^ mCO = t)', mithin 
die Entfernung mO s= l/§> — 2rQco8a|i + r*5 endlich sei 9 die Nei- 
gung der Ebene mCO gegen eine feste durch CO gelegte Ebene; 
so ist m = ksin. i|>d<)pd^. r^dr das Afassenclement der Kugel, und 
weil die Dichte k constant ist, das Potential: 
V B= k /y y 8ina|>dg)di|;,r*clr 
"^ •'•'•'V/e*— 2rQC08i}; + r*' 
Integrirt man von gp sss bis gp := 2« und von t|; as= Q bis '^ ss « 

60 kommt V = — yVdr (r -f § — l/(r — §)»), wo die Integration 

noch von r «s bis r bs Rcb Halbmesser der Kugel auszudehnen 
und für die Quadratwurzel aus (r — ^)» jedesmal ihr positiver 
Werth zu setzen ist. Hiernach erhält man für einen ausserhalb 

der Kugel befindlichen Punct, also wenn q>tij Vss «i^i^) ist 
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dem umgfekebrten Quadrate der EntferouDg. iä 

aber ^ <R, so ergiebi sich der Werth von V=B2«k (R* — !?")• 
Öa ^» es X* + y" +**, so folgt weiter, wenn hier blos der 
zweite f&r den inneren Punkt geltende Werth von V in Betracht 

gezogen wird, -g^Br — 4«kx, — »:^4*k, ^«i — 4*ky, u.s,f., 

.,, . d»V d«V , d«V >, , rr • • j IT 1 

mithin -j-^ + -^-y + -j-Y SB — 4«k f&r einen in der Kugel von 

der Dichte k befiodlichen Punkt. Stellt nun V das Potential 

eines beliebig begrenzten und von anziehender Blasse erfüiUten 

Raumes ffir einen innerhalb liegenden Punkt O vor, von welchem 

aus die Dichte der Masse sich nach der Stetigkeit Sndert, so be* 

schreibe man um O als Mittelponct eine Kogel von sehr kleinem 

Halbmesser, nenne V das Potential ihrer Masse, und V^ das Po* 

tential der übrigen Masse für den Punct O, so ist V-sV'-f- V". 

Da für die zu Y'^ gehörige Masse O ein Süsserer Punct ist, 

d'V" 
so hat man -j-^ + • • » 0$ gestattet maus ich ferner, die stetig 

veränderliche Dichtigkeit der um O beschriebenen Kugel, wegen 
der Kleinheit ihres Durchmessers, als constant zu betrachten, und 
demnach die vorstehenden Resultate darauf anzuwenden^ so kommt 

d*V' d*V 

— ^+... = — 4*k, folglich -r-j +...« — 4xk, wo k die Dich- 
tigkeit in dem angezogenen Puncto vorstellt 

In der genannten Abhandlung von Gauss dient die Unter- 
suchung dieser Gegenstände nur als Vorbereitung zu weiter ge* 
henden Untersuchungen über das Potential, von welchen ein 
Haupt -Resultat dieses ist, dass anstatt einer gegebenen Massen- 
vertheilung im Innern eines überall begrenzten Raumes sich 
immer eine bloss auf die Oberfläche beschränkte Massen verthei- 
lung setzen lässt, welche ffir alle Puncto der Oberfläche und des 
äusseren Raumes dasselbe Potential liefert, wie die ursprüngliche 
im Innern gegebene Masse. Ich will versuchen, das zum Beweie 
«dieses Satzes Erforderliche aus der Abhandlung zusammen zu 
stellen, auf welche im Uebrigen verwiesen werden muss. 

' Diese Untersuchung geht, wie man aus Vorstehendem sieht, 
von der Annahme aus, dass eine Masse M auch blos an der Ober- 
fläche eines Raumes vertheilt sein kann. Es stelle kds ein Ele- 
ment dieser Masse vor, .welches über das Flächenelement ds ver- 
breitet ist) k heisse die Dichtigkeit, Das Potential dieser aof der 
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14 2. Ueber Anidiung naeh 

Flüche TCPtbcillcn Hasse für irgend einen Punkt O ist J^ — , wo 

r ax V/(a— x)* + (b— y)* + (c — »)*, «öd x, y, z die Coordina- 
ten von O, a, b, c die von ds sind. Führt man Polar-Coordinaten 
ein, nämlidi a a x + r cos. 9} cos« "4^, b «» y -f- r cos. ^ sin. ^, c «^ s 

+ r8ia^ so wird ^«dyd^»\/r»ces+*+(^)«coaV+(^)% 

woraos man sieht, dass das Potential, einer Fläche ttr einen Ponet 
O andi dann einen bestianiten endliehen Werth hat, wenn O in 
der Fläche liegt, indem es von dem Divisor r befreit ist; and dass 
es sieh nadi der Stetigkeit ändert, wenn die Lage Ten O stetig 
geändert wird. 

o i . Tr rkds ... . „ . _. dV /»l (• — x) da 
&etzt man V mx.J — ^ so vA im Allgemeinen -j- 8»^— ^ — ^ — 

Dieses Integral erhält jedoch eine unbestimmte Form, und ist zur 

dV 

Darstellung des Werthes von -^ nicht unmittelbar tauglich, wenn 

der Punct €) in der Oberfläche liegt. Ist diese eine Kugelfläche 
yom Halbmesser R, und die Dichte k der über sie vertheilten 
Masse constant; so Gndet man zunächst Y 3994« kB für einen in- 
neren Punkt O , hingegen V *es für einen äusseren Punkt, 



wobei Q « l/x« + y* + *• den Abstand des Mittelpnnctes von O 
bezeichnet (Der Beweis folgt nachhm nnter 2.) Hieraus ergiebt 

sich -^ = für den Innern Punct, dagegen j- es ^ % ^ ^r 

den äusseren Punkt. Auf der Kugelfläche selbst werden beide 
Werthe zugleich gelten, je nach -dem Zeichen von ds ; gleich wer* 
den sie nur dann, wenn x = 0, Vj" + 2* » d: R, also wenn das 
Linear -Element dx auf der Oberfläche selbst liegt. 

dV dV dV 

Allgemein erhalten die Ausdrucke -p, -j-, ^, oder die nach 

den Axen x, y, z wirkenden Componenten der Anziehung, an der 
Oberfläche zwei verschiedene Werthe, je nachdem dx, dy, dz als 
positiv oder als negativ betrachtet werden; wenn jedoch das Ele- 

dV 

ment dx auf der Fläche liegt, so fallen beide Werthe von -^ zu- 
sammen. Die nähere Unlersnchnng dieses Gegenstandes glaube ich 
hier übergehen und auf die §. 13 — IB der Abhandlung verwosen 
zu dfirfen. Im Folgenden kommen Ableiinngen von Potentialen 
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dem amgekthrlen Qoadk'ate d«r EhtferniiDg. 15 . 

aar unter Umständefi Tor, in wtsAcbeD ihre Werlbe aich ehne 
Zweideotigkeit ergeben. 

1« Ein mefcrfcch sur AnTTendong konanetider Satz ist feigen^ 
der: Es sei V das Potential von Massen M', M'', H''^ . . die sich 
in den gleiehnamigen thmcten befinden, nnd t das von Massen 
m', m'^, m'^', ... die ebenfalls in den gleichnamigen Wncten sind ; 
«B seien V, V", V"', ... die Werthe von V in m', m", m"', . . . 
nud V', V", v''', ... die Werthe ▼ in M', M% M'", ... so hat man- ' 
M'v' + M"v" + M"'v'" + ...«m'V' + m"V" + m'"V'« + .... 

oder 2Mv = 2mV: denn beide Summen sind es 2 — . wo H ir- 

r ' 

ge&d eine der Massea M^ H^^ . . . , m eine der m^ m^' . . . ist, r die 
Entfernung c'wjschen M nnd m bez^cfanet, und das 2 sich aaf alle 
mögliGhe Combinationen dieser Art bezieht. 

2. Das Potential einer tCagelfläche vom Halbmesser K, auf 
welcher tfme Masse mit colistanter Dichtigkeit k vertheilt ist, fftr 
einen Pnnct O, dessen Entfernung vom Mittelpuncte gleich ff sei, 
findet sich ans dem oben für eine volle Kugel angegebenen Wertli 
sofort, wenn man die letale Integration nach r wegUsst und r m R 

setzt. Man erhält V = k /y « ^^ (R + e - V/(R -«)•), 
wo für die Quadratwurzel stets ihr positiver Werth gilt; also 
Vss 4«kR für einen inaern Ppnct, hingegen V aa für ei- 
nen äusseren Panct; für die Oberflfiche sind beide Werthe ^eicb. 
Eine Anwendung dieser beiden Sätze ist folgender 

3. Lehrsatz. Es sei Y das Potential von Hasses, die sieh 
tfaetis im Innern, theils ausserhalb einer KugelflJlcbe befinden, für 
irgend ein Element dieser Fläche ds, so ist das Integral von Vds, 
über die ganze Kugelfläche ausgedehnt, nämlich 

/Vd8«4*(RM*+R»V*) 
wenn M* die im Innern der Kugelfläche befindlich^ Masse, V* das 
Potential der ausserhalb liegenden Hasse für den Mittelpunct der 
Kugel bedeutet. Massen in der Oberfläche können beliebig zu den 
ionern oder äussern gerechnet werden. 

Beweis. Da V mtf—^ wenn dm ein Element der vorgeleg- 
ten Masse, T seine Entfernung von ds ist, und die Integration über die 
ganie Masse ausgedehnt wird, so ist /Vds =»y<is f — mafAm/--^ 
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16 24 Ueber Anuehnng nuch 

nach dem Vorigen. Nun vAf-^ bbs 4«R für ein im Innern der Ka- 

gdfläcbe liegendes Hassenelement dm, hingegen n ffir ein 

fiosseres Element, bIm/VAs =» 4*RM* + 4*R* f—^ wo q den Ab- 

stand des Snssem Elementes dm vom Mittelpuncte, mithin J*— 

«B V* des Potential aller äusseren Massen für den Mittelpnnct isl^ 
w. fu b. w, 

4. Es sei P die Kraft, welche ein Massenpnnct m aof das 
Element ds einer den zusammenhängenden endlichen Raum T 
begrenzenden Fläche in der Richtung der Normale ausübt, so hat 
man, wenn n die Neigung der nach innen gehenden Normale in ds 

gegen die von ds nach 'm gehendeHjrsrade bezeichnet, P aes ^-^^ 

Beschreibt man um den Midelponct m eine Kugel vom Halbmes- 
ser ■= 1, nennt dn ein Fläehenelement auf derselben, und sind 
ds% ds'% ... die Flächenelenienie, welche die Ton der Spitze m 
ausgebende Pyramide, deren Grundfl&che dn, auf der Oberfläche 
Ton T abschneidet, so hat man, wenn der Punct m ausser dem 
Räume T liegt,' so dass die Pyramide bei ds^ in diesen eintritt, bei 
ds^' austritt, bei ds^'^ wieder ein- und bei ds^"^ wieder austritt, o. s. f. 
-^ ds'.cos.u' . d8".«os.u^' d8'".co8.a'" 



weil der Winkel u beim Eintreten stumpf^ beim Austreten spitz 
ist und dn positiv genommen wird. Da nun die Antahl der Orte 
des Ein- nnd Austretens der von m ausgehenden Pyramide f&r 
einen äussern Punct gerade ist, so ist hiernach die Summe P^ da' 
-h P'' ds" + F" ds"' ... auf alle diese Elemente erstrekt, Null, 

weil P' = + ^^ i P" ap + ^,^, n. s. f.; folglich ist das 

Integral y*PdssssO, wenn m ausserhalb des Raumes T liegt, nnd 
die Integration die ganze Oberfläche von T umfasst. Folglich 
ist auch y*Pds bbs O, wenn P die normale Kraft ist, welche aus 
einer beliebig im äussern Räume vertheilten Masse entspringt 

Liegt der Punct m im Räume T, so hat man, wenn die Yon 
m Husgehende Pyramide von der Grundfläche dn in ds' anstritl, 
in ds" wieder ein- und in ds'" wieder austritt, u. s. f., 

ds'.COSU' ds".COSU" . d8"'.C08ü"' 



dn B= + 
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dem iiiDgekehrteB Qaadiate der Eatfemnng. 17 

- und mitliin für alle diese Elemente, deren Anzahl ungerade isii 

-P'ds' + P'ds" + P'"d8'" . . . « mdn; folglich/Pds «4 m, 
irenn die Integration die ganze OberflScbe von T umfasst. Dieser 
Werth gilt auch, wenn die Masse m im Innern nicht in einem 
Punct Tcreinigt, sondern beliebig darin vertheilt ist 

Liegt m gerade in der Oberfläche von T, so erhält man eben- 

fallsy*Pds =y*mdn, wo aber die Integration nnr über die halbe 
Kngelfläche zu erstrecken ist, wenn nämlich die Oberfläche von 
T in dem Orte von m eine stetige Krümmung hat; alsdann ist 

jPds SS 2 mar, welches auch gilt, wenn die Masse min der Ober* 
fläche verbreitet ist. 

5. Bezeichnet T einen endlichen Raum, der ganz ausserhalb 
eines mit Masse erfüllten Raumes liegt; V das Potential dieser 
Masse, de ein Element der Oberfläche von T, p einen unbestimmten 

dv 

Theil der auf ds nach innen errichteten Normale, so ist -r- ßke 

dp 

p SB die normale Componente der Anziehung in ds, oder einerlei 

mit dem vorigen P. Bezeichnet man noch mit q die Intensität der 

Anziehung jener Masse, in dem Orte irgend eines Elementes dT ' 

des endlichen Raumes T, so ist 

/^^^ — /'•^'^ 

wo die erste Integration die ganze Oberfläche des Raumes T, die 
zweite den ganzen Raum T umfasst. 

Beweis. Es seien x, y, z die Cobrdinaten von dT, also das 
Element dT « dxdydz, so hat man 

/1(S)'+>'£?| '—^-'^ + v.^- V":^+ . . . 

wenn die Integration nach x über alle Elemente des Raumes T 
ansgedehnt wird, welche sugldch dem über der Grundfläche djrdz 
senkrecht errichteten Prisma angehören, und wenn x^, x'^, x^'^ . . • 
die Werthe von x sind, für welche dieses Prisma zoent in den 
Raum T eintritt, dann wieder austritt, n, s. t Bezeichnet man 
mit 4S 4'S . • die Neigungen der innem Normalen der Oberfläche 
von T an diesen Stellen, gegen die Axe x, so ist dy dz ms cos. 4'. ds' 
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tS 2. Ueber Aauehnngen nach 

« — «». 4" äs" n. «. f. ; «aber ist J^\(^y + V^ j dx dj ds 

- - #vg CO.. 4.d^ oder weil c^.. < - -g^, i^ j(g)' 

+ Vt-^I dT s= -^Jffy -T- -T^ ds, wo die dreifache lotegration den 

Ranm T, die zweifache seine Oberfläche nmfasst. Da ähnliche Glei- 

d*V d'V d*V 
chnngen för y and für z gellen, und da j-t+ "TT + TT"™ o für je- 
den Panct des Raumes T, so erhält man durch Addition dieser 
drei GleichuiTgen: 

■» — y* V ^ ds, w. 85. b. w. 
Hieraus folgt: v 

Lehrsatz. Ist das Potentfal einer Masse, welche sich gan^ 
aosserhalb eines geschlossenen endlichen Raumes T befindet, f&r^lle 
Puncte der Oberfläche dieses Raumes constant «s A^ so ist es auch 

im Innern desselben constant und » A. 

/• ' dV 
Da nämlich Vfär die Oberfläche constant ist, so ist J V^ds ' 

Ä Vy*-j-ds JBs nach 4., weil -j- «s den dottigen P; folgKeh 

jy jy jy 

/q*dT = Oj also ist q» « 0, also il. « 0, -j- = 0, -J^ = 0, 

überall im Raum T^ und da sich V stetig ändert, so muss es In 
diesem Raum überall den Werth haben , den es an der Ober- 
fläche hat. 

6. Diese Resultate erleiden keine Aenderung, wenn dnige der 
Torkommenden Massen anziehend, andere dagegen abatossend wirk- 
sam gedacht werden; man würde nur solche Massen durch ent- 
gegengesetzte Zeichen in der Rechnung zu unterscheiden haben. 
Die Vertheiiung einer Masse in einem Räume, oder auf mer Flä- 
che, heissl gleichartig, wenn alle Elemente derselben gleiche 
Zeic|ien haben, ungleichartig, wenn einige Elemente den übri- 
gen entgegengesetzt sind, ^ie gesammte yertfaeilte Masse ist In 
jedem Falle gleich der algebraischen Somme aUer'Massenekmentey 
und kann also auch as seinl 

7. Eine Masse M smfmÜB sei über dne Plldae gldchartig rer- 

mds 
theilt; es sei V = y* — ihr Potential für irgend einen in der 
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dem umgekehrt jQ Quadrate der Entfernung« 19 

flSche befindlichen Ponct Die Masse M kann man sich der KQrse 
wegen positiv denken; mithin sind es anch ihre Elemente mds. 
Bezeichnet man die grösste Entfernung, zweier Pnncte auf der Flä- 

Hl 

che von einander mit R, so ist offenbar ^ ^ »9 folglich ist audi,x 

wenn U irgend eine Grösse ist, die für jeden Pnnct der FUcfae 
einen bestimmten endlichen und siqh nach der Stetigkeit ftndem* 
den Werth bat, und wenn — U in jedem Pancte der Fläche grös- 
ser als die Constante — U', V — 2 ü > ~ — 2D'; d^her fer- 
ner, wenn man auf beiden Seiten mit mds mnltiplicirt und über 
die Fläche integrirt, /(V — 2 ü) mds >(| — 2 ü') M; folg- 

Uch hat das Integral a ss/(V — 2U) mds nothwendlg, für eine 
gewisse gleichartige Vertheilnng von M, einen kleinsten Werth. 

Um äiese gleichartige Vertheilnng zu finden, für welche ü ein 
Minimum wi^, denke man sich im Elemente ds die Mass^ mds 
Tertauscht mit (m+ia)ds, so dass /i'ds eine kleine Aendemng der 
Masse mds rorstellt, die positiv oder negativ sein kann; fedoeh 
muss m+ff überall positiv sein, weil die Vertheilung gleidiartig 

bleiben soU. Man erhält 6Q «/9V. mds +/(V^2U)iuds$ und 
weil öV ^ /-^ist, folglich /«V. mds «/»tds /5^ «/V/tdt 
(nach 1.)) so ist ^Q » 2y(V— C)/ids. Zugleich ist die Summe 

aller. Aenderungen der Massen, nämlich y^ds s» Ü9 weil die Ge» 
sammtmasse «s M bleiben soll. 

Damit 6S2 nicht negativ werde, muss in dem belegten Theile 
der Fläche V — ü= W constant sein. Denn wäre W daselbst 
theilweise grosser, theilwieise kleiner als A, so setze man f» ni^a- 
tiv in einem Theile, wo W> A, und positiv in einem Theile wo 
W < A und fL s Null in allen übrigeii; alsdann wird efenbar 

^ *sif(\V — * A) /uds negativ; was nicht Statt finden kann, wenn 
12 seinen kldnsten Werth bat. Wenn also die gmze Fläche be- 
legt ist, so ist auch W in derselben überall »A* Sdlte aber bei 
dem Minimum von fi ein Flächentheil unbel^gt bleiben, so kann in 
diesem nicht W *< A «ein. Denn wäre an irgend einer onbdegten 
Stelte W < A, so belege man dieselbe mit positiven Massen /»ds, aus 
dem belegten Theile weggenommen; alsdann ist «B tssJ(W — A)Mds 
offenbar negativ; denn für den zuerst belegten Theil ^»f W«fc A, 
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und für den nachher belegten W < A, und fL positiv,. f&r den. an- 
belegten Thcil aber, wo W > A war, ist /i. = 0, weil er nicht 
belegt worden ist. Also wird alsdann öQ negativ; was nicht zu» 
lässig ist. 

Wenn daher bei gleichartiger YertheiloDg von M das Mini- 
mam von a stattfindet, so ist in dem belegten Theile der Fläche 
die DifferenE \ — U constant bs A, in dem unbelegten Theile aber, 
wenn ein solcher vorhanden, Y— U ss A oder > A. 

8. Das Potential V von Massen, die sämmtlich ausserhalb ei- 
nes zusammenhängenden Raume^ liegen, kann nicht in einem Theile 
dieses Raumes einen constanten Werth und in einem anderen 
Theile desselben einen verschiedenen Werth haben. 

Denn es sei in dem masseleeren Räume A das Potential V 
überall «s a, und in einem anderen an A grenzenden ebenfalls 
leeren Räume B sei überall Y >- a; so beschreibe man eine Kugel, 
wovon. ein Theil- in B, der übrige Theil aber nebst dem Mittel* 
puncte in A enthalten ist, welche Construction allemal möglich 
sein wird, ist R der Halbmesser der Kugel, und ds ein Element 

ihrer Oberfläche, so ist yVds aas 4 « R * a (nach 3., da alle Massen 
ausser der Kug^l liegen, also M* » 0, und Y* ss a);, folglich da 

fdgsai^tR*^ 80 Uijly — a) dsasQ. Dies kann aber nicht sein, 
da in A, Y a= a, und in B, Y > a ist. 

Eben so wenig kann das Potential in einem an A grenzenden 
Räume < a sein. Offenbar 'aber mösste wenigstens einer dieser 
beiden Fälle Statt finden, wenn der Lehrsatz falsch wäre. 

9. Lehrsatz. Wenn von Massen, welche sich Mos in dem 
endlichen Räume T oder auch ganz oder theilweise auf dessea 
Oberfläche S stetig vertheilt befinden, d. h. so dass jedes Flächen- 
element nur mit einer unendlich kleinen Masse belegt ist, das Po- 
tential Y in allen Puncten von S einen constanten Werth A hat; 
60 wird das Potential in jedem Puncte O^ des unendlichen äus- 
seren Raumes T', wenn A säQ ist, gleichfalls » sein; wenn aber 
A. nicht Null ist, so liegt das Potential in jedem Pnncte von T' 
zwischen und A. 

Beweis. Man kann sich der Kfirze wegen das Potential A 
positiv denken. Gesetzt nun in einem Puncte O^ voiT T' wäro 

Y ssB und B > A; so sei C eine Grösse zwischen A und B. Da 

V jich überall stetig ändert, so muss,' wenn man von O^ aus in 
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einer beliebigen Ricbtung gerade fortgebt, sieb in dieser notbwen- 
dig ein Pnnct finden, wo V » C wird; denn trifft die gezogene 
gerade Linie die FlSche des Raojnes T, für welche VssA, in ei- 
nem Poncte Q, so innss auf der geraden O Q irgendwo zwischen 
O und Q, Vsss C werden, weil V von B nach A stetig sich än- 
dert; trifft jene gerade Linie die Fläche nicht, so mnss, V für sehr 
entfernte Puncto derselben sich der Null nähern, also vorher eben- 
falls ass C werden. Folglich kann man um .0^ eine in sich ge* 
schlossene Fläche legen, welche ganz ausserhalb der wirkenden 
Massen liegt, und auf welcher das Potential überall » C ist. Folg- 
lich ist nach dem in 5. aufgestellten Lehrsatz, das Potential auch 
im Innern dieser Fläche constant, und kann alsio im Puncto O' 
nicht = B oder grösser als C sein, wie vorausgesetzt wurde. Also 
kann das Potential in O ' nicht grösser als A sein. — Dass ferner 
das Potential in O' nicht negativ sein kann, ergiebt sich ebenso, 
wenn man unter C eine negative, nämlich zwischen Null und dem 
angenommenen negativen Werthe B des Potentials in O^ liegende 
Grösse versteht. Denn das Potential moss von B aus in jeder Rich- 
tung sich entweder A oder nähern, folglich in jeder Richtung 
vorher den Werth C erreichen, welcher zwischen B und o und 
auch zwiscqen B und A liegt, da A positiv ist. Hieraus folgt das 
Uebrige, wie vorhin. 

Insbesondere folgt, dass V, wenn sein Werth A in der Ober- 
fläche S überall » ist, auch im äussern Räume T^ überall Null ist. 

Ist aber A nicht Null, so kann V im äussern Räume nicht 
SB A und auch in keiner endlichen Entfernung von den wirken- 
den Massen «sO sein. Denn es sei V in-O^»: B, so folgt wenn 
um O' eine Kngel beschrieben wird, deren Halbmesser R kleiner ist, 
als die kleinste Entfernung des Punctes O^ von S, für die Ober- 
fläche derselbefn /Vds = 4 * R • B, (nach 3.), also: /(V— B) ds « 0. 

Wenn nun BsssQ, so folgt yVds &= 0, mithin, da V nirgend ne- 
gativ ist, moss es überall auf der Kugel sb o sein; wäre B as A, 
so folgt, weil V überall nicht >^ A, dass Y überall auf der Kugel 
■s A sein müsste. Folglich wäre V auch im Innern der Kugel über- 
all » oder a A, nach dem Lehrsatz in 6» Nach 8» müsste dann 
V im ganzen äusseren Räume » Q oder «a A sein. Es kann aber 
in sehr entfernten Puncten nicht A, sein, weil es sich dort der 
Nudl nähert, and A von Null verschieden ist. Es kann in der Näb^ 
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der Obeiflidie nicht ■■ «ein, iral es in der Oberflidie «s A 
ist und eich stetig Sndert. 

Also ist überall im losseren Räume das Potential «■ 0, wena 
es in der Oberfläche Nnll ist, liegt hingegen zwischen und A, 
wenn es in der OberflSche «■= A ist 

10. Im Artikel 7. setze man U O9 so ist f&r das Minimnm 

TonyVmds, weldies durch gleichartige Vertheilong der Masse H 
auf der Fläche sich bewirken lässt, nach dem Lehrsatze dieses Ar- 
tikels, y in dem belegten Tbeile constant a A; in dem unbeleg- 
ten Theile der Fläche, wenn es einen solchen gäbe, müsste V es A 
oder > A sein. Nach 9. miMs aber V in dem unbelegten Theile 
< A sein. DeÄn unter dem Räume T in 9. kann man den beleg- 
ten Theil der Fläche yerstehen, und ihren unbelegten Theil zum 
Süsseren Räume T^ rechnen; da nun das Potential in der Fläche 
von T überall ss A ist, so liegt es in jedem Puncto des äusseren 
Raumes zwischen und A. 

Die Annahme, dass ein Theil der Fläche unbelegt bleibe, wenn 
yVmds ein Minimum ist, führt also auf einen Widerspruch, wofern 
man nicht noch annimmt, dass der constante Werth A von-V in 
dem belegten Theile der Fläche gerade^ Null sei. Alsdann aber 
wäre, nach dem yorigen Artikel, der Werth von V überall «= 0; 
folglich auch, wenn dt ein beliebig auf der Fläche oder im Räume 

dV 
gedachtes Linear- Element bezeichnet, ist tt- s? 0; diso yerschwin- 

det jede Anziehung (oder Abstossung) der auf der Fläche Ter- 
llieilten Masse H auf jeden Punct in der Fläche oder ausser ihr. 
Da die Vertheilang der Masse gleichartig ist, so ist einleuchtend, 
dass dieser Fall nicht stattfinden kannj ausgenommen "wenn die 
Gesammtmasse M s= 0, folglich auch die Dichtigkeit m in jedem 
Flächenelemente Null und mithin die ganze Fläche unbelegt wäre. 
^ Also: Wenn eine Masse M auf der Fläche gleichartig so ver- 
theilt ist, dass auf jedes Flächenelement ds das Massenelement mds 

kommt, und dass/Vmds ein Minimum wird, so bleibt kein Flä- 

chenstfick unbelegt, und das Potential V ^ f^— hat anf der 
ganzen FUdie fiberall denselben Werth. 

Znsatz. Diese Vertheiluog ist nur auf eine Art möglich) 
denn denkt man* sich eine zweite dasselbe leistende Vertheilnpg, 
in 'welcher die Dichtigkeit m' « m + /i. an die Stelle von* m tritt, 
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80 V9it^ das Potential V ebeefalk eoaataat, wie V, and/Vmds 
ssryV'm'ds, also V/mds asV^'ds-, zugleicli^aber wSte die Ge- , 
sammtmasse in beiden Fällen gidcb, nämlich Jmds=s Jmfdsy folg- 
lich VasV, Da nun Y — V das Potential der Masse /ai^s == 
aosdrudst, so wäre dieses Potential auf der Fläche und im |^zen 
Räume Null; folglich wäre auch die Wirkung der auf de^ Fläche 

▼ertbeüten Masse JM»9 welche Hasse ^ ist,- fiberall Null. Dies 
ist nicht möglich, wenn nicht die Dichtigkeit m» in jedem Puncte 
der Fläche Null ist. Dieser letzte Schluss ist, da hier von einer 
ungleichartigen Vertheilung der Gesammtmasse Null die Rede ist, 
allerdings nicht so unmittelbar einleuchtend, wie vorhin bei gleich- 
artiger Vertheilung; die strenge Begründung desselben ist aus §. 18. 
der Abhandlung zu entnehmen. 

11. Diese Sätze Uefem die Mittel um zu beweisen,^ dass es 
immer, wenn nicht eine gleicharlige, doch eine ungleichartige Yer- 
liiolung einer gegebenen Masse M auf der Flache giebt, für welche 
j£e Differenz WssY — U einen constanten Werth erhält, wenn 
V das Potential von M in irgend einem Puncte der Fläche bedeu* 
tet, und U eine f&r jeden Punet der Fläche beliebig^ gegebene, je- 
doch stetig vef'änderliche Grösse ist, wie in 7. 

Denkt man sich zunächst U =s Q, so giebt es nach 10. eine 
gleichactige Vertheilung, für welche V überall in der Fläche einen 
constanten Werth A erhält, der nur dann Null sein konnte, wenn 
M BB wäre, was nicht angenommen wird. Es sei die dieser Ver- 
theilnng entsprechende Dichtigkeit masm'', so dass m^ds die auf 

das Flächenelement ds gelegte Masse anzeigt undym^ds s^ M ist. 
Das Potential auf der Fläche für diese' Vertheilung sei V*; sein 
Werth ist constant; ferner ist kein Theil der Fläche uobelegt. 

Man "tlenke sich eine zweite gleichartige Vertheilung der Masse 
M, in welcher m as m^, V bb V sei, und welche dem Minimum 
des Ausdruckes y*(V — 2eU)md8 entspreche, wo t einen beliebi- 
^ gen constanten Coeflicienten bezeichnet. 

Femer denke man sich eine dritte Vertheilung, für welche 
mss/t, V SSV seif die Dichtigkeit ^l in dem Elemente ds sei be- 
stimmt durch die Gleichung: ^i äs — ^ — ; daher v = — . 

Da ym'ds ssjm^dß » M, so isty^ids » 0$ diese Vertheilnng ist 
also eine an^chartige der Gesammtmasse Null. 
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24 ^* lieber AauehuDgen nadji 

.^ Nach 7. irt V^ — tU in dem bei der sweiten VertfaeOang be- 
legten FlSchenstück «konstant; al^o ist in diesem Flächenstück auch 
der Werth V— «U — V* constpnt, da V* überaU aaf der Fläche 

V — V* 

gleichen Werth hatj also ist auch • — — ü = v — U in dem 

bei der zweiten Vertfaeilang belegten Flächeastäck constant. 

Denkt man sich nun den constanten, d. h« für alle Pancte der 
Fläche gleichen Coeffieienten «' nnendlich klein, so kann bei der 
«weiten Vertheilung kein endliches Städk der Fläche unbelegt blei- 
ben. Denn wäre dieses, so müsstey*V'm'ds sich TonyV*m'ds um 
einen endlichen Werth e unterscheiden, dayV^m^ds das Minimum 

vonyVmds ist, welches Minimum kein uhbelegtes Flächenstück zu- 
lässt (nach lO.)'; demnach wäre der Unterschied der Integrale 

/<V'--2«U)m'ds— /(¥• — 2*ü)mods=:e — 28/ü(m— mOds 
Ifir. ein unendlich kleines « positiv, weil e «yV'm'ds — yV^m'ds 
positiv ttnd endlich ist; allein dieser Unterschied muss negativ sein, 
da/(V' — 2*U)m'd8 den kleinsten Werth von/(V — 2«IJ)mds 
darstellt. 

Nimmt man daher in der dritten Yeriheilung für /u. djcn Grenz- 

tn' — — m 

werth von ,"bei unendlicher Abnahme von «: so erhält 

V — U in der ganzen Fläbfae einen constanten Werth. 

Die Yertheilung der Masse M, welche geschehen mnss, wenn 
y — U auf jier Fläche constant bleiben soll, wird daher dorch 
m s=s m* + M angegeben, wo ,u. den obigen Grenzwerlh vorstellt. 
Denn day/idss^O, so ist^m^s sasym<»d8 3=M,al80 diegesammte 
Masse = Mj ihr Potential ist V « V* + v. Da V^ und v — U 
constant sind, so wird demnach V — UäV* + v — U constant, 
wie verlangt wurde. — Dass auch diese Vertheilung nur auf eine 
Art möglich ist, folgt wie das Entsprechende in 10. 

12. Fs stelle jetzt — U das Potential einer im Innern des 
von der Fläche umschlossenen Raumes enthaltenen Masse — M vor; 
y wie bisher das Potential der an der Oberfläche so vertheilten 
Hasse M, dass Y — U constant ist Da die' Gesammtmasse M — M 
■esO ist, so folgt, dass der constante Werth Y — U ebenfalls sb q 
sein mnss. Denn es sei R der Halbmesser einer den ganzen Raum 
(T) von M und — M umhüllenden Kugel und ds ein Element 
desselben, so ist, wenn Y — U seinen Werth in dd vorstellr, 
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^'(V^ — U)d8 «s O9 nach 3o weil die eiogeschlosaene Bfasse ^ Mt 
— M aa 0) und ansserhalb der Kugel keine Masse voriianden, also 
«nch Y* s^ ist. Allein das I^otential Y — U, welches an der 
Oberfläche des Baumes T constant ist, kann. nach 9. aasserfaalb 
dieses Raumes' sein Zeichen nicht wechseln; folglich kann auch 
das über die ganze aussen befindliche Kogelfiäche ausgedehnte In- 
tegral /(Y— U) ds nicht Nali sein, wenn nicht Y — U » 0. Folg- 
lieh ist im ganzen äusseren Baume Y — UasO (vgl. g.), mithin 
auch, da sich das Potential nach der Stetigkeit ändert, an der 
Oberfläche Y — U«t). 

Da hiernach das vereinigte, Potential Y - U der im' Innern 
verlheilten Masse — M und der auf der Fläche vertheilten Masse 
M auf der Fläche und im äusseren Räume überall denselben Werth 
hat, nämlich Null; so ist auch, wenn dt ein beliebiges Linear-£le- 

ment auf der Fläche oder im äusseren Baume bezeichnet, , 

iB 0; d. h. die Anziehung der Gesammtmasse M — M ist nach je- 
der Richtung auf der Fläche und im äusseren Räume Null. Folg- 
Uch hält die Wirkung von M in jedem Puncte auf der Fläche ni^d 
im äusseren R^ume der Wirkung von — M Gleichgewicht; oder die 
Wirkung einer ihneren Masse — M lässt sich durch eine passende 
Yertheilung derselben Masse — M an der Oberfläche, für diese 
Fläche und den ganzen äusseren Raum vollständig ersetzen; w.z.b, w. 

12. Denkt man sich eiüe beliebige Massenvertheiluug blo^ auf 
den äusseren von einer geschlossenen Fläche S begrenzten Raum 
beschränkt^ so kann man ihre Wirkung auf den inneren Raum eben- 
falls durch eine blos auf der Oberfläche vertheiUe Masse ersetzen. 
Bezeichnet nämlich U das Potential der äusseren Massen M für ei- 
nen beliebigen Punct der Fläche S, so lässt' sich nach 11. eine 
willkührlich gegebene Masse M^ auf der Fläche, wenn nicht gleich- 
artig, so doch ungleichartig, so vertheilen, dass, wenn Y das Po- 
tential von M' für die Fläehe S bedeutet, die Differenz Y— U auf 
der ganzen Fläche S constant wird. Da der unter 5. aufgestellte 
Lehrsatz noch richtig bleibt, wenn ein Theil der Massen sich auf 
der Oberfläche des geschlossenen Raumes T befindet; so ist das 
Potential der Masse M^ — M auch in 4em ganzen Räume inner- 
halb der Fläche S constant, und mithin die Wirkung der Hasse 
H^ in jedem Puncte dieses' inneren Ranmea einerlei mit der Wir- 
kung von M in demselben Puncte. 
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2* Ucber AniidiinMBen nach 



Die AnnddiBons des Ldinatset in & reditferligl uch doidi 
ähnlidie Bdnditnigeii wie ia 9. ai^ewandl sind. Wiie nimlidi 
das Peteiitial der Blasse H^ — M in einem Pkincle O des inneven 
B^qitnf yendiieden Ton seinem eonstanten Wertlie A an der 
Oberfläche S dieses Raomes, so sei B sein WerUi in O. Besdcb- 
net nnn C eine Grösse xwiseiiea B uhd A, so mfisste das Polen* 
tial, da es sidi nur stetig ändert, in jeder Riditang von O aus, 
boTor es den Werth A erlang hbi C werden; also liesse^sidi um 
O eine ganz im inneren Räume' liegende geschlossene Fläche be- 
schreiben^ auf welcher das Potential überall at C wäre. Nadi 5. 
wäre dasselbe mithin auch innerhalb dieser Fläche und mithin in 
O selbst SB Cf was der VoranssetzuDg wider^richt — 

Die Verwandlung des Ausdruckes ^ + j? + ^ (« W) 

durch Polarcoordinaten kommt häufig vor und liegt namentlich 
auch der Untersuchung von Gauss fiber die allgemeine Theorie 
des Erdmagnetismus su Grunde. Hau bewirkt sie am leichtesten 
dadurch, dass man merst Polarcoordinaten in der Ebene xy ein- 
fuhrt, nämlich x«900si|^ yss^nnil^, und nachher q «= r cos 9>) 
s «BS r sin 9 setst Hau eribält: 

dx BS cos ^q — Q sm ^t|9, dj BS sb ff^q + Q cos i|idi|f 
d$ «s eos i|idx + sm ^ y, q^ » cos a|idy — sm i|idx 

-1 -1 ^V, ^dV- dV, . dV . , 
und wcd jj-dx + jj^djr « j^d« + g^d^, la^ 

dV dV , ^ dV . i dV dV , dV . . 
g--:j^eos* + 35-sm*,-3^-3^cos+-5j.MD^ 

dV dV . 1 dV . , dV dV . 1 dV 

Mit Hülfe dieser Ausdrücke ergiebt sich: 
d^ d^ ^ d^ dg d^ doj; jdPV dQ . ,£V doj, 
dx* "^ dy* ^ dxd^'dx "*" dzda|i'dx "*" dyd^'dy "*" dyda(;'dy 

d«V , ^ d«V . ,^1 Jd>V . d>V . ,\ 

d^ q dl}; 

+ jCb ^^ + 57"^*)'^^^ 

d^ d^ d'V , 1 d'V . 1 dV 

dx« + dy» ** 6q* + q^ dV '^ q dq' 
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dem nnifekdirieii Quadrate der Entfernung. 27 



Um foMp von e mild z auf r und^ 9 überzugeben, brandil 
man in vomHiender Formel nur x, y, q, i)> mit i;, z, r, 9 zu ver» 
tausdien; man erUlt:. , 

- d>V J«V _ d'Y . 1 JV . i d'V 
a«» + da^> ■" dr* ■*■ f dr ■*"/r* dy« • 

Die Addition dieser Gleichungen pebt W « j^ + ^ ^ + 

1 d'V , idV . 1 d«V , f^ . w«4i.' "^ 

7^ JV + i-dQ + 7 d^' ™* ^*™ ^^ ^ "^'" Werth^r cos 9 

gesetzt wird, ii^odurcli t- sich, nach Analogie des obigen Werthes 

d V AV 4 d V 

von TT? lö T- cos 9 3- sin 9 verwandelt, so kommt 

ox iir r 09 • 

™_d»V^2dVj^d^_£dV / 1 d^ 

dr* ■*■ r dr "T- ,a d9» r* d9 ^^^ "*" r* cos 9« di|>« 

oder »•VV«r-gj5-+3^+jj^j^-j^tg9 

welches die verlangte Umformung ist. — Ist nun eine Kugel vom 
Halbmesser R als Träger nach dem umgekehrten Quadrate der Ent- 
fernung anziehender (oder abstossender) Massen gegeben, so ist tut 
jeden Pnnct ausser der Kugel W «s 0. Zugleich ist alsdann V es 

y. . , ^ ^ T =i^ wenn dm ein Massenelement der KneeL 

q dessen Entfernung vom Mittelpuncte C, und r die Entfernung 
des äusseren Punctes O von C, endlich <s> den Winkel zwischen 
r und q bezdchnet^ also cos ® den Werth^cos 9 cos 9' cos ('4' — '^') 
+ sin 9 sin 9', in welchem 9 und t|i sich auf O, 9' und '4'' auf dm 
beziehen; Da r grösser ist als R und mitbin grösser als alle 4^, so 

kann man . .^ ^ ^ -~= und mithin auch V nach fallen- 

l/r* — 2tq cos © + g * / ^' 

den Potenzen von r entwickeln; setzt man hiemach, um der Glei- 

V FR FR" FR» 
ehung Ws=:0 Genüge zu leisten, g » -5 — | — l_ j. ._»__ ^^^^ 

80 sind die Coefficienlen P^, P,, P,, ... rationale, gance Functio- 

' neu der auf den Punct O bezüglichen Werthe von cos «i|i cos 9, 

sin '4* cos 9, sin 9, von bestimmter Form, deren numerische Coef- 

ficfenten sich aus den Werthen von V an der Oberfläche hejcleiten 

V 
lassen. Nämlich die Reihe für g , in welcher r > R, bleibt noch 

convergent, wenn r ss R angenommen wird, und stellt alsdann die 

V 

\>^erthe von g auf der Oberfläche dar, wenn die numerischen 
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28 3. Anüehaog des EUipisoids. 

Cbe£Bcieiiten in P,, P,, P^ .. gehörig bestimmt sukk^ Ueber die 
Darstellung einer willkürlichen Fonctiön von 9 uud^darch eine 
Reihe von der 'Form P^ + P, + P, + ...> kann man eine Ab- 
handlang Ton Lejeane-Dirichlet im 17« Bande des Journals 
für Mathematik von Crelle (S. 35.) nachsehen. Das Nähere über 
die von Gauss auf den Magnetismus gemachte Anwendung ge- 
hört nicht hierher. « ' ' 

3. Anziehung des Ellipsoids. 
Die für die mechanische Physik wichtige Frage nach der An- 
ziehung, welche eioe in dem Räume eines Ellipsoids gleithmässig 
vertheilte Masse, nach dem Gravitationsgesetze, auf einen Punct 
ausübt, hat zwar längst ihre Beantwortung gefunden; indessen 
dürfte die Weitläufigkeit der frühem Bearbeitungen, welche da- 
durch entstand, dass man den Fall rines äussern Punctes erst durch 
eine besondere Betrachtung auf den eines inneren zurückzuführen 
sich genöthigt sah, hier die Mittheilnog einer neuen, kürzer zum 
Ziele führenden Methode von L- Dirichlet*) rechtfertigen. Die- 
selbe gründet sich auf einige bestimmte Integrale, welche wir zu* 
nächst angeben und piit einer kurzen Andeutung ihres Beweises 

begleiten wollen. - 00 

( — xa — l 
Bezeichnet man, nach Legendre, das Integral Je 9; dz, 

in welchem a eine reelle positive Zahl ist, durch ra, und sind k 
und h ebenfalls reelle Grössen, k zugleich positiv, endlich i » 
V/f—l, so hat man 

('°~(k + hi)za~l ra 

e - X dx 



(k + bi)* 

wo für die vieldeutige Potenz (k + hi) ^ der Werth zu setzen ist, 
welcher für h as Q in den positiven Werth von k * übergeht, nämlich 

a 2 la.arctg r 

' (k + hi) =(k» + h*) . e * 

a ' 

in welcher Gleichung (k* + h*) '^ nur* seinen positiven Werth 

vorstellt, und arc tg r zwischen — - und + ^ zu. nehmen ist. 



*) Ueber eine neue Methode zar BestimmaDg vielfacher Integrale* 
Denkscbriften der Berliner Academie vom Jahre 1836. 
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3. Aiiziehang des Ellipsoids. 29 

/CO 

i — px a — 1 
Zum ß^weise setze man k + bi "» P und y as 1 e x ixy 

80 findet man r}[ s _ ) e x dx, und w^il d \e x^ y a 

dp •'o 

• OD 

— pxa — 1 — px a r — pxa — 1. 

a *e X dx *- p e x dx, mithin a J e x dx m 

JOD • V ' 

— px a — px a 

e X dx ist, indem der Ausdrack e 'ix für xbsQ Ter- 
o 

schwindet, weil a positiv ist^ und für x « oo ebenfalls verschwin- 

dy 
det, weil der reelle Theil von p positiv ist; so erhält man: t^ ^^ 

av a 
^, also y . p -ass C. Die Constante ergiebt sich fiir p s 1, 

B Fa, und bleibt immer dieselbe, da y eine stetige Function von 
p ist, so lange nur der reelle Theil roü p positiv ist; also ist y ^ 
E?, w. z. b. w. 

Setzt man in I. a » 1 und h as 1, und trennt das Reelle vom 
Imaginären, so kommt, weil rl sa 1, 



je cos x.dx MS !^ — . j e 



— kx 

sin x.dx 



1 + k*' ^o 1 + k«* 

Hultiplicirt maHüe zweite dieser Gleichungen mit dk und inte- 

( -•« 1 

n. 



grirt Toa I:ss0 bis kasoo, so kommt, weil je dk ^ - ist, 

Folglich ist auch, wenn 1 eine positive Grösse bezeichnet, und in 
vorstehender Formel Ix für x gesetzt wird, wobei die Grenzen 

!!!-^dx CS |. Ffir einen negativen Werth 






Ton 1 ist mithin 1 ^^is^ = — 5 



(ainl] 
Da 2 sin X cos gx » sin (1 + g)x + sin (1— g) x, so hat man 
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30 3* Anuelmiig des ElBpsoids. 

Nach dem Vontehenden wird der Ansdrack anf der rechten 
Seite K ', wenn der positive Werth von g zwischeii und 1 liegt, 
hingegen » 0, wenn dieser Werth grösser ab 1 ist. Daher ist 



is 



oo. 
cos ex. dx BB 1 oder «■ 0« m. 



Je nachdem der positive Werth von g kidner oder grösser als 1 ist 
Die Formel I. bleibt noch gültig, wenn kas 0, zugleich aber 
a nicht allein positiv, sondern aach kleiner als 1 ist, indem nnr 
unter dieser Voraussetzung das Integral für k «s noch einen be- 
stimmten Werth behält; es ergiebt sich: 

OD M- — 1 ' 

( hxi a-1 ra " ^ f^- 

wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem h positir 
oder negativ ist Setzt man in dieser Formel a «s f und schreibt 
x' für X, so kömmt, wenn man blos den Fall eines positiven h 
berücksichtigt, da bekanntlich t{\) = \/i^ 



^co 



«f. 

Tl 



hx«i V^ 4 

4-co 7I. 

{ hx>i \ri / ^i. 

mithin ).^ ^«-ITj- ^ ^ 

In dieser Cleidiong schreibe man x + r- für x, wo m eine 
beliebige reelle Grösse bezeichnet, so bleiben die Grenzen unver- 
findert und man erhält 

( (hx« + 2iDx)i y/^ Kl \i y- y 

Li ^«t7£-^ • 

Die Integrale III. IV. und V. sind es^ welche im Folgenden 
unmittelbar zur Anwendung kommen. 

Es seien a, /S, 9; die l^alben Axen des EUipsoids, a, b, c die 
Coordinaten des angezogenen Punctes, x, y, z die eines Punctes 
der anziehenden Masse des gleichartigen EUipsoids, aus dem Mit- 
telpuncte als Anfange; es sei ferner ^* « (x — a)* + (y — b)*~ 

+ (z — c)* und — das Anziehungsgesetz, wobei p hier als swi- 
sehen 2 und 3 liegend angenommen wird^ md^na^^^^erfa^ 



3. Aoziehaiig des EUipsoidsl 31 

ausserhalb dieser Grenzen einige leichte Hodificationen erfordern 

^ / dx dy dl 

würde; so ist, nach dem Vorigep, V ä I — j - das Potential 

der anziehenden Masse für den Panct (a, b, c), die Dichtigkeit je-, 
ner als Einheit angenommen. Die verlangte Integration ist eine 
dreifache, und muss sich über alle Werthe von x, y, z erstrecken, 

für welche Q) + (p + Q-J -< 1. Durch Anwendung des 

oben unter Ilf . - angefahrten bestimmten Integrals kann man aber 
die Einführung der aus dieser Bedingung hervorgehenden Grenzen 
von X, 7, z ganz vermeiden, und die Integration nach jeder dieser 
Coordinaten auf eine von — oo bis + oo auszudehnende bringen. 

Da nämlich (^ + (p'+ (-)' -=^ 1 für alle Puncto im EUi- 

psoid, ausserhalb desselben aber >* 1 ist, so hat man nach jener 
Formel III. 

I j>- "^- !©■+ 0)'+ 0)1 T - i .to 

je nachdem der Pnnct' (x, y^ z) im Ellipsoid liegt oder ausser ihm; 

dx dy dz 

tegrirt nach x, y, z, so erhält man dasselbe Resultat, man mag die 
Integration nach x, y, z Mos über den Raum des Ellipsoids, oder 
über den unendlichen Raum ausdehnen, nämlich 

WO die Integrationen nach x, j, z nunmehr alle von — 6o bis + oo 
auszuführen sind. Die Methode kommt, wie man sieht, darauf zu- 
rück, anstatt des vom Körper erfüllten Raumes den ganzen Raum 
so in Rechnung zu bringen, dass die Dichtigkeit im Körper so wie 
sie gegeben ist, ausser ihm aber » gesetzt Vurd. — Statt des 
vorstehenden ist es bequemer folgendes Integral zu betrachten: 

wovon V d^ reelle /Theil ist Mittels dw Formel IV. lässt 

1 * 

sich -- — 7 durch ein bestimmtes Integral darstellen, dessen Be* 
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jnultiplicirt man daher diesen Ausdruck mit ^T^i, und in- 



32 3. AnziehoDg des EUipsoids. 

nntzaDg die Integrationen nach x, y, z aasführbar macht« Man 
hat nSmlich nach lY. ^ 

j^e i|i di)i ex -p^^ • e 



folglich 



,p-i 






. r(a-) • 



Setzt man diesen Werth von "TIZi in den Ausdruck von T, 

so kommt man auf ein fünffaches Integral, in welchem man aber 
die Integrationen nach x, y, z, von — oo bis + <x>, zuerst voll- 
ziehen kann, wodurch dasselbe auf ein zweifaches zurückgeführt 

wird. Man erhält nämlich, da 2:=^ ^(}^) « ^(^^) *®*' 



-<T) 



O ^Ö 



WO U ein Prodnct aus drei einfachen Integralen ist, von denen 






das erste folgende ist: / e dx, das zweite 

und dritte aber sich ans dem ersten durch Yertanschnng von «s 
a mit ß^ b und mit y^ c sofort ergehen. Der Werth dieses Inte- 



l/iT 4^ 



*• a«i|i'i 



grals ist, zufolge V., ,y ■ . e 1 e ,1, 4. 5. i die Wcrthe 

der beiden andern ergeben sich hieraus durch die genannten Ver- 
taoschungen, mithin folgt durch Vereinigung dieser Factoren: 



dbyLiOogle 
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3. AnKiehnog des Elliptoids. 33 

Führt man eine neue Veränderliche s ein, welehe das Ver- 

hSltmss ^ ausdrückt, und eliminirt mit Hülfe derselben i|> ans vor« 

stehendem Integral, so ist ni» aas 2^ da{y bb ^ -3L* ^u setzen, und 

die Grenzen nach s sind oo und 0, wofür und od zu nehmen 
sind^ wenn man zugleich das Zeichen des Integrals umkehrt. 
Man findet: 

K'^) 11 »/('+i)('+|=)0+^) 

a* b* c* T^. 

WO S SB , , + -—— \- -T—j — ist. Differentiirt. man nitch 

« -t" • p -T * y + s 

a, welches blos in. S vorkommt, so folgt 



/ 



d^) sin 9> • 9> . e 



2""^ ySi 



wovon der reelle Theil di^ nach, z gerichtete Componente der 
Anziehung Torstellt, welche mit A bezeichnet werden mag. Es 
kommt ako darauf an, den reellen Theil von folgendem Aus- 
druck zu finden: 

Raai.e • fd^.y • sia9«e . 

o 

Nun ist 2i sin 9 BS e — e , folglich 



2R«e 



/ dy.y . e — / dy.y . e I 

Da ^ — 1 ein positiver ächter Bruch ist, so kann hier die 
Formel IV. angewandt werden. Nach ihr erhält man 
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1. wenn S > 1 »t, 

l(S+l)^ (S^l)^ J 

folglich ist der reelle Theil von R gleich Null, wenn S >* 1. 

2. Wenn S < 1, so kommt 

_Ej! , r(i-')i' o-i)i'i 



.-|. 



1(8+1) (l-S)-* ^ 

1(8+1)'' (1-S) ' J 



wovon der reelle Theil ist: 

2 E_i ■" * E_i ' - 

(1-S)* ' (1-S)* 

^.•ü r^-i).r(2-.|)-. ./ - ^.-'»«• 

1-2 
giebt aidi der reeDe tb^ von R « ^. ^^ ^^ "^ , weiittS -«i 

r(2-f) 

a* b* c* 

\ Fflr einen inner n Ponct ist -z + ^rz + ^-s > I9 also om lo 

<» |5 y 

mehr, da s nur positive Werthe erhSlt, S «o -, . + -^ . 

+ ^ < 1 5 daher gilt för den innern Punct der .zw^te Werth 
des reellen Theils von R and mithin ist: 

F&r einen ftnsseren Punct ist<^+-^+^ > 1* daher 
anch, wenp s von an wächst, anflngltcii S > 1, bis für einen 
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gewissen Werth s^ von s, S» 1 wird, von wo «os S. mit wuch« 
sendem s beständig abnimmt. Folgiieh ist, so lange s «< s^, also 
S > 1, der reelle Tbeil von R Nall^ £&r s > s, aber erbält der 
reelle Tbeil von R den anderen Werth; das Integral, welches die 
Componente A der > Ansiehung ausdruckt, ist mithid dasselbe v^iq 
vorhin, nur nicht von s «s sondern von s » s | anfangend* Da* 
her erhält man für einen äusseren Punct: 

^ ^ — a . * / ^ds^ s (1— S ) 






WO s^\die positive Wurzel folgender Gleichung ist: 

a» H- 8 ^ ^« H- s ^ y» + s 
Für p =s 2 ergeben sich hieraus die bekannten Resultate. 



4. Laine'et Clapejron, Memoire sux l'^quilibre 

intörieur des corps solides homogenes. 

(Crelles Journal für Math. Band 7.) 

Diese Abhandlung gebt^ in Betreff der Nator eideS homogenen 
festen Körpers, von folgender Yoranssetsung ans: £in homogner 
fester Körper, der sich in Ruhe befindet und auf welchem keino 
äusseren Kräfle wirken, ist der Ort einer, sehr grossen Menge 
materieller Puncte (von gleichen Massen), die gleich weit und 
sehr wenig von einander abstehen , sich aber nicht berühren, 
und folgenderma^ssen auf einander wirken: Wenn dur«h einen 
äusseren Druck oder eine plötzlich auftretende Kraft awei belie- 
bige Puncte einander näher oder ferner gerückt werden^ so ent- 
steht zwischen ihnen eine Absfossung im ersten, eine Anziehung 
im zweiten Falle, welche eine Function des ursprünglichen Ab- 
Standes und seiner Aenderung ist. Diese Function ist für jeden 
beliebigen Abstand Nuü, ^enn die Aenderung des Abdfandes Null 
Ist; sie nimmt sehr schnell ab, wenn der Abstand wächst, so dass ■ 
sie einen unmerklichen Werth erhält, wenn der Abstand einen 
merklichen Werth hat. Je nachdem diese Function sich mehr oder 
wieniger sdineU ändert, wenn der Abstand immer mehr geändert 
wird, bewirkt derselbe Druck im ersten Falle eine geringere, ita 
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sweitea eine grössere FonnTeräDdermig; in jenem befinden sich 
die starren Körper (corps rigides) wie Steine, Metalle; in diesem 
die elastischen wie Cantschuk. 

Die folgende Theorie , bezieht sich nur auf den Fall sehr 
kleiner Formänderungen, indem sie entweder nur die Einwirkung 
schwacher Kräfte oder eine grosse Starrheit des Körpers Voraus- 
setzt. Alsdann wird die Function des ursprfinglichen Abstandes (O 
und seiner Aenderung (A4) sich auf das Product aus der ersten 
Potenz von A4 in eine Function F (4) beschränken, welche für je- 
den merklichen Werth von 4 Ndl ist. 

Es seien x, y, % die rechtwinklichen Coordinaten eines Theü- 
chetis M im Innern des Körpers, u, y, w die durch die angebrach- 
ten Kräfte bewirkten Aendernngen derselben, so ist es die Auf- 
gabe, die VerrückuDgen u, v, w durch x, y, z auszudrucken, unter 
der Voraussetzung, dass sie sehr klein sind, und zugleich die da- 
mit verbundenen Spannungen im Innern des Körpers zu bestim- 
men. Bezeichnen z^, y', z* die anfänglichen Coordinaten eines 
zweiten Theilchens M^ in der Nähe von Rf, und u^, y^, w^ die 
Verschiebungen von MV so hat inan f&r die Entfernung MM^aB4 
die Gleichung 4* ■= (x'— x)* + (y'— y)* + (»'— *)*, und ßm die 
durch Verschiebung der Theilchen entstandenen Aenderung A4: 
(4+A4)*«(l'-xH.u'-u)« + (y'-«yH.V-T)»-Ki'-i4!v-w)* 
iMkr, mit Weglassnng der zweiten Potenien von A4, n, u^, ... und 
indem man 

x' — X « h, y' — y =. k, i' - 1 « l 
aelftt, 4A4 — h (a'-u) + k (v'— v) + 1 (w'— w). 

Die Kraft mit welcher H^ auf M anziehend wirkt, ist nach 

der Voraussetzung » F (4) . A4, multiplicirt man diesen Ausdruck 

h k 1 
mit T» 7) 79 8U ergeben sich ihre Componenten nach x, y, z; 

diese sind mithin 

({u'-o)|.h (y'-T)| + (w'-w) L| F(4)-| nach x, n,s.f. 1. 

Eine solche Componente ist positiv oder negativ, je nachdem 
sie ihren Angriffspunct nach der positiven oder negativen Rich- 
tung der ihr entsprechenden Axe (was man durch vorwärts oder 
rückwärts bezeichnen kann) fortzuziehen strebt. 

Pie Verschiebung n ist eine Function von x, y^ z; bezeiGhiiet 
man daher u mit f (x, y, z), so ist die auf M' bezügliche Verschie- 
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bong u'i-:f (x',y',*0» ™* ^cil x'«x + h, y'«y + k, z'«2 + 1, 
SQ ist, wenn man aach Potenzen von h, k, 1 entwickelt und diil 
höheren Glieder weglässt: 

Dieser Werth von u' --* n, und eben so die entsprechenden für« 
▼ ^ — ▼, w' — w sind in die unter 1. angegebenen Anziehungs» 
Componenten einzusetzen. 

Dieses vorausgesetzt « denke man sich in dem Körper eine 
Ebene £, parallel mit x j, iii de^ £ntfernOng «» z vom Anfange 
der Coordinaten, und einen auf ihr senkrechten Cjlinder, von. sehr 
kleiner in £ befindlicher Grundfläche «, von £ aus rückwärts er- 
richtet; 'so lassen sich die aus einer kleinen Verschiebung entste- 
henden Wirkungen der vor der £bene £ (also auf ihrer vom Cy< 
linder abgekehrten Seite) befindlichen Theilcben auf den Cylinder 
folg^ndermassen finden: £s sei M das an der Grundfläche c lie- 
gende /Theilcben des Cylinders, dessen (anfängliche) Coordinaten 
X, y, X sind ; M^ sei ein vor der £bene £ liegendes Theilcben, des- 
sen anfängliche Coordinaten x^, y^z'; so findet man für ilie Com- 
ponenten der durch Verschiebung entstehenden Anziehung von M' 
auf M die unter 1. gegebenen Ausdrücke. Ferner sei M| ein Theil- 
chen des Cy linders, dessen anföngliche Coordinaten x,y,z—p sind, 
wo p eine positive Grösse bezeichnet, der man nur sehr kleine 
Werthe beizbiegen braucht, weil nur die nahe an der Grundfläche 
liegenden Theile des Cylioders in Betracht kommen, und es sei 
noch M/ das vor der £bene £ befindliche Iheilchen^ dessen Coor-* 
dinaten x'^ y', z' — p sind, so dass die gerade Linie M'^M^ der Ge- 
mden M^M i^ 4 gleich und parallel ist. Bezeichnet man durch u., 
Vj, W| die Verschiebungen von M,, und durch u^^, v/« W^' die 

. da 
woa M^', so findet sich u^ « f (x, y, z — p), also u^.« u -^ jj^p, 

u,'«f(x',y', z'-p), also n/ - u + j^h +^k + ~ (l-p)5 

folglich ui' — u, = gj, + jBk +j?l«n'^u, ebenso v/ — v, 

n^v'— 'T, w^';— Wj aa V — W5 woraus hervorgeht, dass die An- 
siehnng von M'^ auf M^ der von M' auf M parallel, and gleich ist, 
juidem sich für die Componenten jener ebenfalls die Ausdrücke !• 
ergeben. Diese Ausdrücke gelteii zanächst für die Einheiten der 
Masse} drückt man aber das Element des Volumeps oder der Masse 



88 4. lieber das Gleiehgenicht im InBern fester Körpci*. 

des Cylinders von der Grondfliebe «, durch «dp aus, nnd setit man 
ba= 4 cos 9> cosi|i, k =s 4 cos 9 sin i|i, 1bs4 sin ^, wodurch fär das 
anviehende Element W oder 'U^, der Ausdruck 4* cos 9)d9dt|;d4 s=e d>f 
erhalten Tvird, .so hat man die unter 1. gegebenen Werthe noch mit 
dx.cdp zu multipliciren. Man findet daher, wenn znr Abkürzung 

(da . . dn . da . \ /dv 

T- cos 9 cos '4' + ^ cos 9 810 oji + -- 81D 9 ) cos 9 cds il' + I t- cos 9 

cos i)i + T- cos 9 sin -«J» + j- sin «pj cos 9 sin a|i + f j- cos 9 cos n^ 

. ^«^ * . . dw . \ , ^ • 

+ j- cos 9 sin i}» + T— sin 9 ) sin 9 aas Q 

gesetzt wird, als Componenten nach x, j, z folgende Werthe: 
Q4F(4) • cos 9 cos i|; . dXf . edp, Q4F(4) cos 9 sin il^d^/ * edp, 
Q4F(4) sin 9d><.£dp, wo d'h ss 4* cos 9d9d'i|yd4. 
Integrirt man diese* Ansdrücke zuerst von p bs Q bis p ss <; sin 9, 
so ergiebt sich die Summe aller Wirkungen, welche in der Rich- 
tung '(9^1)1) und aus dem Abstände 4» von den vor der Ebene 
< befindlichen Theilchen, auf den Cy linder ausgeübt werden, und 

integrirt man sodann' von '«I'bO bis '4iaB2tf, von 9 sss bis 9 bs -, 

und von 4asO bis zu 4 «^ oo (indem F(4) = wird, wenn 4 einen 
merklichen Werth bat), so erhält man folgende Componenten der 
auf den Cy linder wirkenden Anziehung: 

V70 A = 77 j4*F4d4 und der Factor « weggelassen ist, also die 

Kräfte auf die Fiächeneinhei|i gebracht sind. 

^Md dieselbe Weise findet man für einen auf yz sepkrechten 
Cylinder; 

f-*(»s+a;+5?>^-''(E+3?>^-<3f+E)"- 

lind für einen auf xz senkrechten Cylinder: 

Ein pylindrisches (oder prismatisches) Element des Körpers, 
dessen Grundflächen der Ebene yz parallel sind, alsp die Sdte pa- 
rallel mit X, erleidet daher an seiner vorderen (d. h. zn dem 
algebraisch grösseren Werthe von x gehörigen) Grundfläche einen 
schielTen Druck oder Zug ss P n V/X* + Y* + Z». Die Compo- 
nenten X, Y, Z sind positiv oder n^^^i J^ v^^!^^ ^® ibren 



4* Ueber «hs Gkichgevricbt im Innem fester Kttiper« 39 

AngrifispuDct vor- oder rückwärts su zieheiii »ko btti&glich die 
Werthe yon X, Y, Z algebraisch zu yergrdssern oder lu. vermlQ-' 
dem streben. Die Kraft P ist ein Zug oder Drac)c, je nachdem 
ihre auf der Fläche des zugehörigen Elementes normale Gomjpo- 
nente, nämlich X, positiv oder negativ ist Mit dieser die Bedeu- 
tung der Vorzeidien betreffenden Bemerkung kann noch die Anmer- 
kung zu dem später unter 1, auf^^efährten Satze vergliphen virerden. 
Denkt man sich daher in dem Körper ein prismatisches un- 
endlich kleines Element » dsdjdz, dessen Grenzflächen den Coor- 
dinaten* Ebenen parallel sind, and gehört von den, beiden mit yz 
parallden Grenzflfidheo die eine (vordere) %iir Absoisse x, die 
zweite zu x-^dx, sa erleidet die erste durch die vor ihr bufiodlichen 
Theilchea einen sf^iefen Zug, dessen Gomponenten X«, Y^, Z« sindi 
wo'ssdydz^ und die zweite durch die hinter ihr liegenden Theil- 
chen des Körpers einen schiefen Gegenzug, dessen Componenten 

- (x-^gdx)., ^(t- gdx)., - (Z- g^)^ «ndj da- 

her ergeben sich für die Resultante dieser aqf die beiden 6renz<<i 
flächen dy dz wirkenden Zugkräfte folgende Componenten : 

j^ dx dy dz, j- dx dy dz, j- dx dy dz, welche das Element bezie- 
hungsweise nach der Richtung der positiven x, y, « fortzuziehta 
streben. Für die Resultante der auf dx iz wirkenden. KräjRf foi- 
gisn die Componenten: 

^d&dydz, j— dxdydz, j— dxdydz bez. nach x,y,z 

und für die auf dxdy wirkenden Zugkräfte die Componenten: 

^— dx dy d% j^ dx dy dz, g^ dx dy dz bez. nach ?;, y, z. 

Sind nun X^ dxdy dz, Y| dxdy dz, Z^^ dxdy dz die auf das 
£lement wirkenden äusseren KräÜe, so mtkssen diese mit den vor- 
stehenden bezügüeh naeh x,y, z wirkenden Zugkräften im Gleich- 
gewichte sein. Die nach x vnrkenden Zugkräfte haben die Resultante 
/dX . dX' • dX^X , , , 

W + dr-*-5r/^^^y^" 

mithin erbSIt man ^^ + ^ + ^ + X, » und ebenso 
dY , dY' , dY" , 



Y.«. 



dZ , dl' -dZ" , „ 
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Setzt man in diese Gleichmigen die Werthe yon X, Y, Z^ 
X', .,. aas 2., so folgt: 

d*u d*m i*ü i& X. 

S + aj^ + sT + ^sr + x-'» 

d*v d'v d'v d0 T, 

£? + dp + S^ + ^37+X = ^ 

dx« + dy* + d«« + ^ dl + A "" ^ 

WO noch gesetzt ist: « ^2 +^ + ^. 4. 

Der Aosdnick beseichnet die cabische Ansdehnong in der 
Nähe des Panetes z, j, z. Betrachtet man nämlich ein sehr klei- 
nes Prisma, dessen Kanten h»3x' — x, k«ay' — y, I^z' — z sind, 
so gehen diese darch Verschiebung über in x' + u' — x »-^ u «» h 

+ u' — n, oder weil n'«sn+ j^h, in h(^l + jp^, n. s. l\ und 

da die Richtungen der neuen Kanten Tön den vorigen unendlich 
wenig abweichen, so Terwandelt sich das Volumen hkl in hkl 

sind, mit Weglassung ihrer Producte in hkl (1 + ®); daher ist 
die Ausdehnung oder Verdichtung, je nachdem sein Werth positir 
•der negativ ist 

Unter den neun Componenten X, Y, Z, X', ..« (s. Formeln 2.) 
zeichnen sich X^ Y', Z^^ als diejenigen aus, welche auf den zuge- 
hörigen Grundflächen des Elementes dxdydz senkrecht stehen; 
sie mögen dtohalb Normalkräfte heissen und mit N^ , N,, N, be- 
zeichnet werden; die übrigen heissen Tangential -Kräfte; diese 
sind zu zweien gleich, zufolge der Formeln 2., nämlich Z^ b Y^\ 
X'^a> Z, Y «5 X' und sollen ia dieser Ordnung mit T^y T., T, 
bezeichnet werden. Aus den Werthen (2.) von XbsN^, Y^aaN^, 
Z"^»= Nj ergiebt sich N, + N. + N, «5A0; woraus folgt, dass 
die Summe der Normalkräfte für jede drei gegen einander senk- 
rechte Ebenen, in demselben Puncto des Körpers, constant sein 
muss, weil sie der Ausdehnung proportional ist, deren Werth 
durch Aenderung der Coordinaten nicht geändert werden kann. 

In der Abhandlung werden nociQnehrere Sätze über die Ver- 
theilung des Zugs oder Druckes ioflnnem des Körpers geftmden, 
die mit Unterdrückung der Beweise (welche lediglich bestehen in 
^er Verwandlung der Ausdrücke 2, durch Vertauschnng des ersten 
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Sjrstemes rechtwinklicher Cöordinaten mit einem andern derselben 
Art) hier folgen: 

1. Ein ebenes Element « im Körper erleidet, wenn beliebige 
Süssere Kräfte anf jenen wirken, im Allgemeinen einen schiefen 
Zug oder Drnek P; wie z.B. oben für ein der Ebene jz paraQe«^ 
les Element die Componenten dieser Kraft P sich fanden: X^N^, 
Y s9 T,^ Z AS T,« Werden nnn durch einen Pnnct zwei ebene 
Elemente < ond «^ gelegt, deren Normalen beiiehnngsweise n nnd 
Bj sind, ond sind P nnd P^ die darauf schief wirkenden Zog- 
oder Druck «'Kräfte, so ist die Componente von P nach n^ gleich 
der Componente von P^ nach n, oder P cos (PnJssP, cos(P^n). 

In der Abhandlung vermisst man eine nähere Erläuterung 
der Vorzeichen, die bei diesen^ Gegenstande nöthig zu sein scheint. 
Nämlich ein ebenes Element < kommt hier nicht für s^ch allein, 
sondern nur als Grenzfläehe eines körperlichen I^lementes in Be- 
tracht, nnd unter der darauf zu errichtenden Normale n ist der in 
Beziehung auf das körperliche Element nach aussen gerichtete Theil 
der Normale zu verstehen; Es ist also hier nicht blos das ebene 
Element «, sondern auch eine (beliebige) Seite desselben ftls die 
äussere gegeben, und die Kraft P, welche wir der Bequemlichkeit 
wegen einen Druck nennen wollen, ist im eigentlichen Sinne ein 
Zug oder ein Drnck, je nachdem die Richtung, nach welcher sie 
ihren Angriffspunct zu ziehen strebt, mit der nacli aussen gehen- 
den Normale einen spitzen oder stumpfen Winkel bildet. Die Gleich- 
heit der Cpmponente von P nach n^ mit der von P^ nach n, 
welche im vorstehenden Satze behauptet wird, gilt auch in Hin- 
aidit der Zeichen; d.h. beide Componenten fallen immer zugleich 
entweder anf die äusseren Theile der Normalen n^ nnd n oder 
beide auf die nach innen gerichteten Verlängerungen* Dies ist für 
das Folgende zn beröcksichtigen. 

Sind die schiefen Dmcke Pj, P,, P, auf drei durch einen 
Ponct gehende auf einander senkrechte ebene Elemente e^, e,, e^ 
gegeben, deren Normalen o^, n^, n, sind; nnd wird der schiefe 
Druck P auf ein viertes durch diesen Punct gelegtes Element < 
verlangt, dessen Normale n ist, so zerlege man zuierst P^, P,, P, 
nach n, trage die erhaltenen Componenten beziehungsweise auf die 
Normalen n^,* n^, n, über und setze diese in eine Resultante zu- 
sammen, wddie den Pruck P darstellen wird. 

2. Die Suimne der Quadrate der schiefen Drucke auf drei 
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gegen einander sedcrech^en Ebenen -Elemente iet i&r jdden Paaot 
des Körpers constant, d. h. unabhängig von der WaU des Sjstems 
dieser Ebenen. 

3. Durch jeden Ponct des Korpers lassen sieh drei gegen ein- 
ander senkrechte Ebenen legen, anf deren jeder der zugehörige 
Dmek, in diesem Puncte, senkrecht steht (Hanptsohnitte), Die In- 
tensitäten der auf sie Wirkenden Drucke, welche nut A, B, € be- 
zdchnet werden sollen^ wobei dem Gegensatze zwischen Dmek und 
Zug der Gegensatz der Vorzeichen dieser Grössen entspricht, sind die 
Wurzela der ihrer Form nach sehr bekanntet^ cnbischen Gleichong: 

4»--G4' +H4-^K=?0 
wo G«N,+N,+N„ H»=N,N,+N,lS.+N,N,-T.«-Ts»^T,% 

K=:N^N,N, +2TiT,Ta— N;T^»-r-]!^,T.«--N,T,*. 

Die Ebene des zu A gehörigen Baoptschnities ist bestimmt, 
durch die Gleichung: 

^—^ . y'— y^ , »^— g n 

AT,+T,T,-^N,Tt ■*■ AT,+T,T,^N,T. "*" AT,+T,T.^N,T, "' 
aas welcher sich die zu B upd C gehörigen Qauptschnitte durch 
Yertauschuog von A mit B und mit C ergeben. Nimmt man die 
Richtungen Ton A, B, C zu Axen x, y, z, und bildet das EUip9oid 

X* V* z' 

dessen Gleithung pr + gr + qI — Ij *<* «*«"^* irgend ein Halb- 

messer desselben den im Mittelpuncte Statt findenden schiefen 
Druck auf einen Schnitt dar, dessen Ebene £ parallel ist der Be- 
ruhmngsebene, welche an eine Fläche zweiten Grades, nämlich 

i- + g-Hh~-a=Äl, in dem Puncto gelegt wird, in wdcheoi 

diese tou dem nöthigenfalls Verlängerten Halbmesser des Torigen 
Ellipsoids geschnitten wird. Haben A^ B, € gleiche Zeichen^ so 

. ist die zweite Fläche wieder ein Eliipsoid; bei ungleichen Zeichen 
voig|&, B, C drückt die zweite Gleichung zwei Hyperboloide ans, 
ein einfaches und ein zweitheiliges, welche einen gemeinsamen Be- 
röhmngakegel haben. Die Halbmesser des ersten Ellipsoids be- 

^zeidmen alsdann Druck oder Zug, )e nachdem sie das eine oder 
das andere Hyperboloid treffen; liegen sie im Beruhrungskegel, so 
bezeichnen sie Tangential -Kräfte. 

4. Die Drucke auf drei gegen einander senkrechte Ebenen 
werden imm^ durch drei conjugirte Halbmesser des Ellipsoids 
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AawendaBgen. 1. Ein gerades ßrisma erleide io der Rieh« 
fang der LSnge einen gleichmlssig über den Qaerschnitt vertbeil- 
ten Zag (ss T fSr die Flächeneinheit) nnd ausserdem den seitli« 
cfaen Drack bb P von einer Flüssigkeit» In welehe es getaucbt ist. 
Ein Qaerschnitt wird als befestigt, d. h. seine Theile als unbewegt 
lieh nach der Richtung der Länge des Prismas, und ein Punct des- 
selben als ganz unbeweglich angenommen. Nimmt man diesen Punct 
zum Anfange dei* x, y, z, den befestigten Querschnitt zur Ebene. 
3cy, ^so z zur Längenaxe, so genügt man den Gleichungen 3., in 
welehen X^, Y|^, Z, Null sind, weil keine Susseren Kräfte nnlsit- 
telbar auf die Theilchen wirken, durch die Annahmeii: u as al, 
y tas aj, w BBS bz, wo a und b zwei noch zu bestimmende Con- 
stanten sind. Hieraus erhält man (nach 2.) X » A (4a + b), 
Y'=s A (4a + b), Z"« A (2a + 3b); die Tangentialkräfte sind aUe 
Null. Da nun an der Oberfläche X = — • P, Y' = — P, Z"ä T, so 

folgt A(2a+3b) = T, A (4a +b)«-P5 mithin a« — i.?Ü:I, 

- iP + 2T, IS-P + T 1 3P+T 

b«j.-^jalsou=^j.-jt.x, v«~j^.-iiy. 



_ 1 P + 2T ^ T^2P 

W ÄS ~ , ~ Z, sa 



A* 6 ' 5A * 

w ist die YerläDgerung» welche ein Prisma yon der Länge z er- 
leidet. Ist dasselbe blos dem atmosphärischen Drucke P ausgesetzt^ 

P 

80 ist T KB -^ P, also w an — - r^ z. ist CS ausserdcn^ noch der 

Zugkraft F nach der Länge unterworfen^ so ist T ^ F — P, mit- 

\ 2F — P 

hin w' =s z die Verlängerung. Die im lufterfullten Ranme 

beobachtete Länge, nämlich z + w, geht also durch die Spannung 

F in z + w' über; folglich ist — ^ — ss ^-^ — = die durch den 

Zu^ F bewirkte Verlängerang ^er anfangliehen in der Luft gemes- 
senen Einheit der Län^e. Bezeichnet 1 den beobachteten Werth 

2*F 2F P 

derselben, so ist ^A_^p ■« h woraus sich ergiebt A « — + - .^ 

Die Werthe der Constante A för verschiedene Substanzen sind 

, 9chon im Bepertorinm angegeben Bd. 1. S. 130. 

2. Anwendung auf einen festen Körper, der in eine Flüssig* 
keil getaucht und an seiner ganzen Oberfläche'^ einen constanten 
Druck ausgesetzt ist. Nimmt man im Körper einen Punct, der als 

. unbeweglich gedacht wird, zum Anfange der Coordinateni^so 
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den sich alle Theilcben demsdben um eine ihcem Abstände von ihm 

proportionale Grösse näbern, ^o dass die Versebiebnngen u «s — cxj 

y BS — cy, w ■» — c» stattfioden, welche den Gleichungen 3. 

Genige leisten. Hieraas ergeben sich die Normalkräfte XaeY'ss 

Z" Mm — 5Ac, die Tangentialkräfte sämmtüch gleich Null. Ist P 

p 
der Druck an der Oberflä9he^ so ergiebl sich c == ^ . Der Druck 

ist von allen Seiten gleich, also der Zustand des Körpers nicht 

abweichend von dem einer Flüssigkeit unter demselben Drucke. 

3P 
Die Verdichtung beträgt "^ ^ ^ TT) u°d ^^^ ^o berechnet 

werden, wenn A bekannt ist. Yergl. Rep. L S. 131. 

3. Anwendung auf einen fiohlen Cylinder von sehr grosser 
Länge, kreisförmiger Grundfläche, an den Enden verschlossen, von 
innen und ausseii ungleichen aber beiderseits constanlen Pressua- 
gen /unterworfen. Für einen von beiden Enden sehr entfernten 
Querschnitt werden die Spannungen, welche aus dem Innern und 
äusseren Druck nach der Längenrichtung des , Cy linders hervor- 
gehen, sich über die ganze Dicke gleichmässig vertheilen, und die 
Verschiebung jedes Theilchens wird daher in einer Meridianebene 
80 erfolgen, dass ihre Componente in der Richtung des Halbmes- 
sers nur von diesem abhängen, und ihre Componente natih der 
Länge des Cylinders dem Abstände von einem als unbeweglich 
gedachten Querschnitte proportional sein wird. Nimmt man die 
Ebene dieses Querschnittes für die der sy, und set^t r*aax* + y*, 

\x Vv 

Q ^. ^ ^ V SS — ^ , w SS cz, wo V die Verschiebung in der Rich- 
tung des Halbmessers r bezeichnet, welche blos von r abhängt, 
80 erhält man: 

a>a ^^^ ^\dr + 7/ dMr d>v y ^ VdT + 7/ 
dj? ■•" dy« "" ?' de dV ■*" dj» ■" ? ' dr ' 

V . dV 
r 

Die dritte der Gleichungen 3- wird hierdurch unmittelbar er- 
füllt, die beiden ersten geben gemeinschaftlich : 

-J:^^j_l/-« 0, aUo J^ + ~ «s 2a, wo a eine Constantej 
hieraus V as ar + - , ;« c -h 2a. 



©»c + - + 3^. 
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HieraoB folgt:' 

Y' = Y, Y' =■ A (4a + c + 2b ^^ELzi1!>), Z' » 0, X" « 0, 
Y"«0, Z" = A (2a + 3c). ' 

Ist R der innere, R^ der äussere Halbihesser des Cylinders, 
P der innere, P' der äussere Drack, so hat man für yasQ, iaBemR, 
X« — P, und für y »0, x « r«R', X« — P'. Ferner mnss 
das Prodnct aus der constanten Kraft Z*^ in die Fläche des ringf&r* 
migen Querschnitts gleich der Resultante des von aussen nnd innen 
auf die Grundfläche wirkenden Druckes, also Z^^(R'>— -R*) « ■■ 
FR* « — P^R'^ « sein. Diese Bedingungen liefern die Constanten: 

PR*— FR'* . R»R'*(P — P') A i. A- 

* - ^ * SA(R->-R') ^ ^ ^ 2A(R-'^R V ^''^'''''^ *^ «*" 
suchten Componenten X, Y, Z, X', . . . völlig bestimnH; werden. 

Um das Gesetz kennen zu lernen, nach welchem der Druck 
in dem cylindrischen Ringe sich ändert, betrachte man irgend eine 
Heridian- Ebene, wofür man diejenige nehmen kann, f&r welche 
y «s 0. Man lindet für y «r 0, x = r, 



A»X: 



PR» — P'R'» R*R'*(P— PO o v/ PR«-P'R'» 



R«R«(P-PO o_Y'-.P^' 
fMR'*— R*) '**""* R^ 



R'*— R» fMR'*— R*) ' R'* — R* 

, R^RMP-PQ r « 7' - PR'-P^R^* 
'♦' TVR^^^RT' R»— R» 



Die übrigen Componenten, aUo die Tangentialkräfte, sind 
sammtlich Null, mithin geben vorstehende Werthe unmittelbar die 
Drucke auf die Hauptschnitte an, welche nach den hier angenom- 
menen Axen X, y, z wirken. Ist der innere Druck P grösser als ' 
der äussere P^ und auch PR* >- P'R^*, so ist für jeden Punct 
des cylindrischen Querschnittes, oder für jedes zwisch«i R^upd R^ 
liegende r, A negativ, hingegen B und C positiv; also findet in 
jeder Meridian-Ebene in der Richtung des Halbmessers Druck, l^in- 
gegen senkrecht auf dieser Ebene nnd parallel der Axe des Cylin- 
d^rs Zug Statt. Nach den übrigen Richtungen bezeichnen, für irgend 
einen Punct des cylindrischen Ringes, die Halbmesser des EUipsoids: 

^ + gr + ^ » 1 Zug oder Dmck, je nachdem sie ausserhalb 
oder innerhalb des durch die Gleichung T' + ß' + ^^^''^ 
stumnten Kegels liegen, dessen Axe (x) in die Richtung des Halb«* 
messers des Cylinder« fällt. . ,.,.ou^ 
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Die grisste unter allen yorkommenden S|>ann«gen liefert der 

Werth von B ffir r = R, nfimUch P^R' +R^^-2P'R'* S^U ^.^^ 

i' 
Spannung die Grenze der vollkommenen Elasticität nicht über- 

schreiten, so muss danach der Werth von R' bestimmt werden. 
Es sei a die grösste zulässige Spannung, welche für Schmiedeeisen 
14 Kilogr. auf das QuadratMillimeiter beträgt, für Gusseisen 10 Kil., 
für Kanonenmetall $ Kil, flir Messing 4 Kil., so ergiebt sich, in- 
dem der obige Ausdruck »s a gesetzt wird, 

, ^ R " V/2P' — P + a* 

Diese Formel führt auf den Schluss, dass wenn der innere 
Druck P nicht kleiner ist "als 2P^ + a, nothwendig eine Zerreissnng 
erfolg wie dick auch die cylindrische Wand seL Ist dtat Süssere 
Druck der atmo^häiische, also 0,01 Kil« auf das Quadrat-MiUim.^ 
so findet man aus den obigen Werthen von a die Grenze des in- 
neren Druckes P = 2P' + a == 14,02 Kil. oder 1402 Atmosphären 
für einen Cy linder von geschmiedetem Eisen; eben so 1002 Atm, 
für Gusseis^ 602 Atm. für Kauonenmetall und 402 Atm* für Mes- 
sing« Da inzwischen die Grösse a durch Dehnung eines Stabes 
gefanden ist, auf welchen seitlicfa nur der Druck der Luft wirkte, 
während hier ein sehr beträchtlicher Seitendruck in der Richtung 
des Halbmessers des Cylinders besteht, sp entsteht die Frage, ob 
nicht der Werth von a nach Maassgabe des Seitendmckes einer 
YerSndemng unterworfen sei; zu deren Beantwortung es an Ver- 
suchen fehlt. 

4. Anwendung auf einen der Torsion und zugleich einem 
Gonstanten Drucke an der Oberfläche ausgesetzten geraden €ylin- 
der von kf^isförmiger Grundfläche, z sei die Längenaxe, anfan- 
gend von einem nach der Richtung der z ab unbeweglich ange- 
nommenen Querschnitte, dessen Mittelpunct ganz unbeweglich und 
An&ng der Goordinaten ist. Nimmt man an, dass jedes Thcücben 
einen seiner Entfernung von der Äxe (r aas j/x* + y*) und sei- 
nen z propoHionalen Kreisbogen, in einer mit 'ij parallelen Ebene, 
beschreibt, und sich zugleich dem Anfange der Coordinaten um 
eine seinem Abstände^ von diesem (= ^/t* +y* +»*) proportio- 
nale Gr5sse nähert, so ergeben sich folgende den Difiisrential-Glei- 
obnngtB 3» genügende Versdüebnngen: 

u = --.tzy-ax, v=ptzx--ay, w«-.az, 

Digitized by VjOOv IC 



4. Ueber da$ Gldcbgewicht im lanem fester KSrpe^. 47 

wo a and t noch zu bestimmende Constanten sind. Hieraus fol^: 
X=» — SAa, Y«0> Z= — Aty, X' « 0, Y' «= — 5 Aa, Z' « Atx, 
X"-= — Aty, Y'' « At^B, V*^ — ÖAa. Da Ar y «= 0, Z « 
wird) 80 folgt, dass der auf ein Element der Cjlioderfläcbe wir- 
kende Druck normal und as — 5Aa ist. Die Resultante von X^' 
und Y'' ist die Torsions -Kraft, ihre Intensität ss Atr, und dasv 
^esammte Torsions-Moment M BBsjOTAtr'drd^ b \ «AtR^, wenn 
R der äussere Halbmesser des (vollen) Cylinders ist; daher t »^ 

•r^erv • Ist P dc^ äussere Druek, so hat man nach P^SAa; hier- 
durch Mttd di^ Constanten t und t bestinunt. Der Winkel der 
• Torsion © ist der Werth von - für y a=0, oder von 5 furxssO; 

derselbe ist s tz b TrT' 9 ^^ ^^ Länge z des Cylinders di- 

rect und der vierten Potenz seines Hall^essers umgekehrt proptir- 

Üonal, wie der Erfahrung gemäss ist. Kennt man und ^ aus 

Beobachtung, so ergiebt sich A. Die in der Physik von Biot mit* 
getheilten Torsions-Beobachtungen von Coulomb geben Abb 7493 
Kil. für Eisen, A es 2248 Kil. für Messing, wofür andere auf Deh- 
nmig beruhende Versuche 8000 und 2510 gegeben haben. Die durch 
torsion erhaltenen Werthe verdigien vor den durch Dehnung er- 
haltenen den Vorzug. 

d. Anwendung auf eine Kugel, deren Theile sich nach dem 
nmgekehrteii Verhältniss des Quadrates ddr Entfernung anziehen. 
Jedes Theilchen wird sich dem Mittelpuncte um eine Mos von 
sdnem Halbmesser r abhängige Grösse U nähern. Sind x, y, b 
die Coordinsften des Theilchens aus dem Mittelpuncte, und r hb 

)/x* ^ j> ^ z>9 so sind demnach die Verscbiebungen u :s U ~ , 
V aa U^, w s U-. Die auf das Theilchen wirkenden Kräfte 

sind X^ = — ex, Y^ s=ss — cy, Z, = — cz, wo c eine Constante 
ist Man sieht sogleich, dass u, v, w die partiellen Ableitungen von 

/U& sind, folglich g^ |, J= £, £- ^7- Eben .»sind 
X, Y, Z die Abldttiiigen von — \ er*. Daher gehen die Glei- 
ehungen 3. in folgende über: 
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woraus 3 © ■» ^ r* + & folgt $ a ist eine Constante. Nun ist w 
da . dv^aw du . 2U. , , ,. , du . 2Ü er« . a^ 

sich als Integral ergiebt: U ss ^^ »» + f c .j. -^.^^ ^o b die Con- 

* stapte. Diese mnss aber, für eine ToIIe Kugel, Null sein, damit 

nicht, für r « 0, U nnendlich werde. Abo ist U =s ----^ r» + ? r. 

30A ^9 

Pürx-»R,7«0,«-«0, findet manX«^ + ^R»;. nimmt 

man nun an, dass der Druck an der OberfUche (Sr r ssb R Null 
ist, so mnss der yorstehende Werth von X verschwinden, woraus 

I 8= — — . ^ hervorgeht , und milhin U und folgende 
Werthe erhalten: 

^=*30A"' -150 -AT*"^' ®"'6A'--50->r- 
Daher die Verrücknngen 

"- .ä(T''---'--> ^("»•-'■-'•-) 

ans welchen man für die an' dem Puncto x»r, y^sO^ zasO wir- 
kende Kräfte folgende Werthe findet: 

^•"-^<^*-''>' Y'--^(UR«--7f«)> 

Z-«-^(llR«-7r»), 

Die Tangentialkräfte sind Null Die Resultante der an der Ober« 
jDäche wirkenden Anziehung ist cR, nennt man daher ^ das Ge- 
wicht der Volumen-Einheit der Masse der Ki^gel, an der Oberfläche, 

so ist cR s d, also c s |^ Der Druck in der Richtung des 

Halbmessers beträgt für r a R — h, also in der Tiefe h, — X as 

II b*^ * 11 

-g ö(2h — ^^ oder fär eine geringe Tiefe nahe jg öh. Dagegen 

beträgt der Druck in einer auf dem Halbmesser senkrechten Eben«: 
- Y- . ± (UR-7 l«-')-) _ ± («E + m - ^X 

also für kleine h nahe ■» -> ^R; die Theilchen in der Nähe der 
Oberfläche erleiden daher in der Richtung des Halbmessers nur 
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einen «ebr kleinen, dagegen seitlich onen anmehmend grotaen 
Dmek, der dein Gewicht einer über der gedrQckien FIftehe iint 
der Masse der Kugel erriditeien Sänlis von der BSbe ^ -^ «des 
Halbmessers ,der . JEugel gleichkommt. ' . ! { 

Nodi andere Anwendungen findet man in der OHginaUAb- 
handlang. Zu bemerken ist noch, dass die unter 3. •ange^benen 
Fundamentalr^Gleichungen schon ieilher von Navier aufgest^ 
ipvorden sind (Bulletin des sciences par la social «philonosatbique 
pour Fannie 1823, Seite 181). 



5. Principia generalia theeriae figurae fluido» 

rum in statu aequilibrii, auctore C. F. Crau^s, 

Gottingae 1830. 

In der Ton Laplace begrftndeten Theorie der Capillar-£r- 
ncheinnngen yermisste man noch einen strengen Beweis • der iüt 
die Grenze der freien Oberfläche geltenden BedingüngSiGleieh^ng) 
Welchen Gauss in genannter Schrift; an ein^ deü Gegenstand in 
grösiter Allgemeinheit umfassende Untesiuchnng geknflpft Hat Diese 
geht Ton der Annahme* mehrerer physisdtec Pancte m, m^^ m'V«- 
in welchen die gleichnamigen Massen- niereinigt gedacht : werden, 
und auf welche folgende Kräfte wirken: 1. die Schwere^ 2« eine 
gegenseitige -Antiehdag, welche den Massen proportional ist -und 
für die £inheiteD der Massen durch eine^ Function {(r)ihra^£nt* 
femnng r dargestellt wird; 3. eine Ansiehnng- fester PnaCte Yon 
den Massen M, M^, fAf\ ..., welche dureh dne Function. F(r)'>dar4 
gestellt wird. Bezeichnet (mm^) die Fntfemung zwiseheBiiöl und 
m^, sonst — mm^f (ih,mO«^(m,mO das virtuelle Moiaent der auf 
m von m^ ausgeübten Anziehung, insofern unter 6(m,mQidas asif 
«ine Verschiebung von m bexägUche partielle Diffecentibl; von 
(m,m') verstanden wird; eben so ist ^vAm^i(tn^m').6'(va^iaik^'d^ 
virtuelle Moment der von.m' auf m aasgeftbten Ahziefailng^ iosd* 
fern ä^ (m, m') sidi auf eine Verodiiebung von m' bezieht^ bcmerkl 
.man noch, dass die Somme 6(mita') +^^(m,m') ««^ deai'volh 
8tftnd%en Differentiale von (m, mOi also w.d(kn,m^ ist,i soeffgiebt 
aich «*mm^f(m4mOd(m, m') als das gesammte virtaelle ■Moment 
der gegenseitigen Anzidtangi zwisdbea m. und. m^.. ' .Fecner iat 
— r mHP (m, M) d (m, M) das virtuelle Moment der von dca:iieateii 
Pnncte H auf m ausgeübten Anziehong; .enAicb •^gmdzrdasfvii^ 
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loille Moment des Gemcbtet Ton m, imofem üe Axe % vesüeü 
«ad die HidiidBig nach oben ak die positive angesehen wird. Sctst 
Bian ..«.y*fx.dxBB9x, «-^yFx.dxaisOx, so lieht man leicht, daas 
die Summe der Yirtoellen Momente all^ auf die Pancte m, m^, m^'^ 
•«. wiricendea Krfifte das Differential Ton folgendem mit fi bezeich* 
Beten Ansdfudce ist, nämlieh) 
6i«2|n [-gi + i m' y (m,mO + ^m'' g> (ni,m'')+im'" y (m,m"0 

. +..„ + M*(tnyM) + ftl'®(m,M') + M"®(nivM")] 
wo 2 die Summe allei^ Werthe anseigt, welche der etngeklam* 
merte Ausdruck erhält, wenn darin zuerst m mit^^m^, dann m mit 
xnf\ u. s. f. vertauscht wird. Für die Lage des Gleichgewichtes 
muss das Differential von S2 Null oder negativ sein, oder die Fun- 
ction ^ muss für keine unendlich kleine Verrückung ahs der Lage 
des Gleichgewichtes c^ncf positive Zunahme erhalten. 

Tritt an die Stell« der /getrennten Pancte M, M^, H'^, 0.. ein 
den Räum S mit iinverSnderficher Diobligkeit C erfüllender Kör- 
per, so ist €dS das Massenelenielit desselben, und die Summe 
H » (oj, H) + M' « (m, M') + M'' « (m, M'O verwandelt sich in da« 
integral C/*dSO(m, dS), das über den ganzen R^nm S auszudeh* 
nen ist; nnd werden nodtdie Puaete m, m^ m'', ... als Elemente 
einer mit constanter Dichtigkeit e den Raum s erfüllenden Masse 
angesehen^ so verwandelt, mdk der Ausdrndc Q in folgenden: 
ft « ^ gc/zds + i cc^/'dsds' 9 (ds, deO + qC^dsdS ® (ds^ dS). 1* 
Hier bezcidmen ds und ds' Elemente desselben Ralimes s, dessen 
Hassentbeiichen nach der Annahme einander anziehen ; (ds, dS) die 
EatfetnuBg ziwisdien einem Elemente des Raumes, s und einem 
des Bauaiies S. 

' Die-idNiracteristisdiie Eigeinaehalt flüssiger Körper bestellt In 
der voUkonuDdnen Bewe^dikeit ihrer Theilchen, vermöge deren 
sie jede C^taft annehnoen kiFuHen und dem kleinsteh Drucke 
Bflehgeben^der ihre Gestalt zu ändern strebt. Bei der gegenwär^ 
t^geä Sotefsitchnng wird das Ydrumea jedes fiüäsigen TheHcmeas 
ib noveräiiderUch. angenommen^ der Werth. von a kann Baithin 
dtir dwrch Ael^derung deif Gestalt d^ Totr der Flüssi^eit erfüllten 
Ranmes,^ dässeii Voliunea ionneir dasselbe bleibt^ eine Aendermig 
erididen, nnd moss, für das Gleichgewicht,« bei nnvei^nderlieh ge* 
jtjehefiem Achimen der Flüssi^eit^ insA kthie nnisttdlieh kleine 
AentkiQiig ihrer Gestalt eine ' ZiinahiBe erhalten oder. In' diesem 
8fand-ein Mn^imum sein. . 
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Das erste Glied ia *dem oWgett Amdmeke für a stellt das 
Prödact aas dem Gewicbte der Flfisngkeil in die Tiefe ihres 
Scttwerpanctes dar. Das zweite ond das dritte Glied stellen be» 
sondere FSIIe dner allgemeinen Aufgabe dar, nämlich wenn irgend 
kwei Räume gegeben sind, die Summe der Pl'odntite «n finden, 
deren jedes besteht aus einem Element des ersten Raumes, multi^ 
plicirt ifi ein Element des zweiten und in eine Funetioo der Eot» 
femnng zwischen beiden Elementen. Das zweite Glied bezieht sich 
auf den Fall, wo beide Räume sich völlig decken, daß dritte auf 
den Fall, wo sie ganz ausser einander liegen^ im Allgemeinen kön- 
nen beide Räume zum Theil in, zum Theil ausser einander liegen. 

Es bezeichne fi irgend einen Punct im Räume s oder ausser 
ihm. Um das Ober den ganzen Rauui s sich erstreckende dreifache 
Integral y*ds 9 (al, ds) auf ein zweifaches zurückzufuhren, sei um 
den IHittelpunct ^ eine Kugel vom Halbmesser 1 beschrieben, von 
deren Oberfläche dii ein Element vorstelle* Beschreibt man noch 
um den Miltelpunct m zwei Kugeln von den Halbmessern r und 
r + dr, welche die Pyramide P, deren Spitze /^ Gi^undfläche dir, 
oder ihre Fortsetzung, innerhalb des Raumes s schneiden, so ist 
r'dndr das zwischen diesen Kngelflächen enthaltene Element der 
Pyramide oder des Raumes s, ond ntan hat, ds^ (ia, ds) == r ist, 
yds fp (/^t ds) e^yr'dndr . 9>r. Liegt fjf^ ausserhalb des Rattmes s, und 
sind r', r", i^", u. s. f. die Wcrihe ton r (alle positiv m n^meii), 
bei welchen die Pyramide P in den Raum s zum erstenmale eintritt^ 
dann anstrift, daim wieder eintritt, te. s. f., so erhält man, allge^ 
mein /r* yr dr « — -if^r setzend, dnreh tntegratioA nach r, 
/r*dndr 9>r «* dn (-»K — •♦r" + if^r'" — . . . 

Es sei ferner dt^ das Element, welches die Pyramide» bei ih- 
^ rem Eintritt in den Raum s, also f'ür r ss r^, von der Oberfläche 
desselben abschneidet, q' der Winkel zwischen der voilf einem 
Punct von dt^ nach /t gehenden Geraden r' und der in dt' nach 
aussen errichteten Noroiale der Oberfläche des Raumes s; ähnliche 
Bedeatong haben dt", q" fflr r = r", wo nämlich der Winkel q" 
T^ieder durch die im Element dt'' nach aussen errichtete Normale 
and die ven di" nach m. gehende Gerade r" gebildet wird, a.s.f., 
sOi hat man , * 

,„ , dt', cos q' dt", cos q" .d*'".cosq"' 

IUI BS -4- .. . .f ■*■ BOB — - - M , , *■ ^ J. 1. BS • . • 

M|^ daa gesueMe lategrah 
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/ta(iK — i},r" + ol^tf"' - ...) — 
fT^J^m^^:^ dt^^co^q^^'^|lr^^ dt^^\co8<.iK'' \ 

^ Daher ergiebt sich der Werth des über den ganseii Raum • 
VfL erstreckenden Integrals yäs9> (/i, ds), ^ean At ausserhalb s Uegt, 
gleich dem über die ganze Oberfläche t des Raomes s auszudeh- 
nenden Integrale f . cos i^ . of^r ^ wodurch das vorgelegte dreifache 

Integral auf ein zweifaches gebracht isjt, in welchem q den Win- 
kel zwischen der im Elemente dt der Fläche t nach aussen errich- 
teten Normale und der von diesem Elemente nach m gehenden 
Geraden r bedeutet. 

Liegt /ib in s, und sind r', r", r'", ... wie oben die Werthe 
von r, für welche P die Oberfläche des Raumes s zum ersten, 
zweiten, dritten, .... Male schneidet, so giebt die erste Integra- 
^ tion nach r: 

dn(i^o — ipr' + il^r" — n};r"'+ ) 

j 1 • u • ^ j,^ dt', cos q' . dl", cos q"' ' dt'", cos q'" 
und zugleich ist dn « -^ =s + ^,^^,^ « ?V^ ' "• 

folglich das gesammte Integral ' 

Ar einen innem Punct ^. Liegt ^ in der Oberflädie. t, so ist im 
vorstehenden Ausdruck ^^'^o anstatt i.^'^o zu setzen, wenn die 
Oberfläche an dieser Stelle keine Spitze oder Kante darbietet (wdp 
eher besonderen Fälle in diesem Auszöge überhaupt nicht erwähnt 
wird). Durch vorstehende Betrachtung wird das 6echsfaehe Inte- 
gral j(/äsdS 9 (ds,dS)- auf ein fünffaches gebracht, denn man hat 

. /ds9(ds,dS) "/ '^^''''(y;y^^\ ^enn dS ausserhalb s, 

hingegen = 4«i['0 + f ' *^^^j? jcn » * — -^ wenn dS innerhalb m 

Bezeichnet daher <r den Raum, welcher beiden Räumen a und 
S. gemeinschaftlich angehört, so ergiebt sich 

j(/aBdS ,(d«,dS) - 4«a^ + yS.dt.co.,.j^(dUS) ^ . 

Zur Fortsetzung der Reduction betrachte pian das dreifache'^ 
Integral J* — ^^f ^ asi * — ' '^^ welchem /* einen Punct der 
Oberfläche t und q die Neigung der daselbst nach aussen errioh« 
teten Normale gegen die vqn ^ nach dS gerichtete Gerade beieich« 
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net. Denkt man sich om p» eine Kagel vom Halbmesser 1 beschrie- 
ben» und schneidet die aus der Spitze /u* auf dem Elemente der 
Kugelflftche dn errichtete Pyramide die Oberfläche T des Raumes 
S in den Elementen dT', dT", . . ., fOr welche (fh dS) « R die 
"Werthe R^, R% . • . hat, and wo Q\ Q *\ \ . • äie Neigungen der 
nach aussen gerichteten Normalen gegen die nach m* gerichteten 

^ A ' A • * j^ _^ tlT' cos Q' _ dT" eoB Q" 
Geraden smd, so ist dn « ± ■ r.r/^ ■" =P ^*'^'* "" ' * '♦ 

die oberen oder unteren Zeichen gelten je nachdem ^ ausser oder 
in dem Räume S liegt. Da ferner dS «a R'dndR, so wird 

— i£^^-ilJ BBS dndR cos q . iJ^R, und wenn man fäSi . +R «■ 

— ^R setzt, so erhält man durch Integration nach R: 

^S.c^sj.>»R ^ dncosq.(>R'- Ml" + >R'"- ...) wenn ^ 

ausser S liegt, oder « dncos q (>o — >R' + >R" — >R'"...) 
vrenn ju in S liegt. Führt man noch für dn die obigen Ansdr&cke, 
jeden an seiner Stelle ein, so ergiebt sich der Werth des dreifa- 
eben lDtegr.k /^;'"^'^^-^^^'»S) ^ yiT.co, ; ^g.Q .»R^^^.^ 

ansser S liegendes /i., wo das Integral über die gan^e Oberfläche 
T von S auszudehnen ist. Für ein in S befindliches /& giltder* 
selbe Ausdruck. noch vermehrt um ^o.yäncosq. Da q die Nei- 
gung der in dem Elemente ^ «s dt auf der Fläche t iiach aussen 
erriehteten Normale gegen die von /u nach einem Elemente des 
Raumes S gezogene Gerade bedeutet, welche, wenn /t in, S liegt, 
von diesem Puncte aus jede beliebige Richtung haben kann, so 
beben sich die Elemente des über die ganze Kugelfläch^ auszodeh'; 
nenden Ihtegrals y<in. cos q paarweise auf (nämlich ihre zu q und 
WC — q gehörigen Werthe) ; folglich ist dieses Integral Null, und der 
für das äussere At geltende Werth besteht auch unverändert für 
das innere. Liegt aber der Punct ^u* in der Oberfläche, so ist deih 
obigen Ausdrucke ebenfalls das Integral ^o .y*dn cos q beizufügen, 
die Integration aber nur über diejenigen Elemente der Kugelfiädie 
auszudehnen, deren von m* ansgehende Halbmesser ihren zunächst 
an /i liegenden Theil innerhalb S haben. Beschränken wir uns auf 
die Annahme, dass die Oberfläche von S und s einander in f^ be- 
rühren, so ist q die Neigung eines Halbmessers gegen den in Bezug 
auf s naeh aussen gerichteten Theil der gemeinsamen Normale bei- 
der Oberflächen; man hat ferner dnaa sin q . dil» dq, und indem 
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num von i|^ «vO bit i|i w 5^« inlegffiif y<in cot 9««i2fryiiiiqoiM qdf, 

welches Integral in Bezug auf q von q es bis q == ä ^^^ '^^^ 
q««: ;* bis q*B« zu nehmen ist, je naehdem die Flächen s und S 

in V auf Terschiedenen oder anf einerlei Seite ihrer gemeinsamen 
Ber&hrungs- Ebene liegen, und mithin in dem erste» dieser FftUe 
as -f sr, jm zweiten — * wird. 

* Zusammengenommen ergiebt sich aus diesen Betrachtangen das 
Integral /fäsäS^iäs, dS), wenn die |ieiden Räume 8 und S den 
Raum <r gemein haben, und, wenn sie sich in der Fläche «' von 
aussen, in der Fläche e von innen berfihren, folgender Werth: 
4«^'^ - .,>o + .^>o+ ^ >«tdT.co.,^co.Q.Md,dT) ^ ^_ 

welcher noch eine vierfache Integration fiber die Oberfläohen t und 
T erfordert. In diesem Ausdiucke ist q die Neigung dner in dt 
auf t nach aussen errichteten Normale gegen die von dt nach dT 
gehende Gerade, und Q die Neigung der in dT auf T «ach aussen 
errichteten Normale, gegen dieselbe, aber von dT nach dt gerich-' 
tete. Gerade. 

Die von Laplace der Theorie der Capillar-Erscheinungen z« 
Grande gelegte Annahme ist bekanntlich diese, dass die Fundio- 
neu fr nnd'^r fOr jeden messbaren Werth von r verscbwindeOf 
•nd nur f&r sehr kleine r merkliche Wertbe haben. Gauss fa«* 
stimmt sie noch näher dahin, dass wenn Kl irgend eine Hasse be« 
zeichnet, wie sie in den Versuchen, vorkommt und welche mithin 
gegen die Erdmasse verschwindet, die Intensität »M. fr, mit virel« 
eher diese als Punct gedachte Masse auf einen in der Entfernung r 
Uzenden Punct anziehend wirkt, gegen die A/Virkung der Schwere 
in diesem Pnncte verschwindet, sobald r einen messbaren Werth 
hat. Da diese Voraussetzung nur angenähert richtig ist, so besitzt 
auch die darauf ge^r&ndete Theorie nicht mathematische, wohl 
aber solche Genauigkeit, welche den genauesten Versuchen , die 
man gegenwärtig anstellen kann, völlig entsprichtw 

Unter fr hat man nur den Theil der Anziehung zu verstehen, ^ 
welcher nach Weglassung des dem Quadrate der Entfernung um- \ 
gekehrt proportionalen Theiles übrig bleibt; denn dieser weggelaa« j 
sene Theil kann unter allen Umständen nur eine unmerkliche i 
Aenderung der Schwere bewirken* Ist nämlich eine gegen die Erd- j 
messe verschwindende gleidiartige Hasse H als Kugel cestdtet, aoj 
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lieht man- leicht, daaa ihre Ansidiaag eaf eioeii Paact Shnee Ober- 
fläche gegen die Schwere in dieeem Paijicte venoh windet; ferner 
lasst sich zeigen, dass die grösste Anziehung, welche diese Masse 
H nach dem Grayitationsgesetze. ausühen kann, sich zu ihrer An- 
ziehung als Kugel auf einen Punct ihrer Oberfläche .wie 3 : \/25 
verhSlt und mithin mit dieser zugleich verschwindend klein ist. 
Um dieses VerhSltniss zu beweisen, bemerke man^ dass die Masse 
M, um die grösste Anziehung auszuüben, ganz auf einer Seite des 
angezogenen Punctes- liegen muss, dass ihre Querschnitte senkrecht 
auf der Richtung der resultirenden Anziehung (welche die Axe der 
X sd) Kreise sein müssen, deren Mittelpnncte in x liegen, und 
dass der angezogene Punct sich in der Oberfläche des Körpers, 
nämlich in dessen Scheitel, bcOnden muss. Denn werden diese ße* 
diogangen nicht erfüllt, so kann man allemal durch Verlegung von 
Theilen der Masse die Anziehung in der Richtung der Axe x' yer* 
grossem. Nimmt man den Ort des angezogenen Punctes zum An« 
bege der x, nnd bezmchnet mit r den Halbmesser des zor Abscisse 
X gehörigen Querschnittes, so ergiebt sioh ans diesen Bedingungen 
fir die resultirende Anziehung X, die Dichtigkeit « 1 gesetzt, 

• ^ v/r* + x'/ 

wo 1 der Werth .von x am Ende des Körpers ist. Zugleich ist 

«^y* r'dx der Ausdruck für die Masse M, oder wenn R den Halb- 
messer der aus der Masse M gebildeten Kngel bezeichnet, so het 
man j r>dx ■= |R*, als Bedingung, unter welcher X seinen gröss- 
ten Werth erhalten soll. Hieraus folgt h*x« « (r> +x*)*oder 
r» OS h^x* — X» als Gleichung für die Meridian -Curve des gesuch- 
ten Umdrehungskörpers, in welcher h eine Constante bezeicbnet| 
nnd folglich: 

X-2*l(i_|(i)*), |b^l*-il'-iR'. 
Dct grösste Werth tob X findet Statt «r 1 — b, h — R Pi, n*«- 
lich X ms i^. Als Kugel übt die Masse H aaf einen Panct ih- 

«r Oberfläche die Anziehooc A = ~; folglich ist X:A»>3: l/W. 
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Tenftaht man daher onter fr den von der Grairftation befinei- 
ten Tbeif der Anxiehaog, so wird das Integral y*^.dr ob 9>r fnr 

r 

jeden merliQichen VVerth von r Nnll sein, fiir nnmerklidie r aber 
merkliche Werthe haben, die mit abnehmendem r vradisen; für 

ra^O kann sogar ^oasoo^sein. Setzt man ferner y*^ ^r dr as i«, 

r 

oder nach Ganss genauer yr'^rdr as ^r, wo a eine constante 

r 

messbare Grösse bezeichnet, so ist a)yr ebenfalls für jedes messbare 
r, bis znr Grenze a, nnmerklich, hingegen erhält es^Hir unmerk- 
liche r, merkliche, und mit abnehmendem r wachsende Werthe; 
die Erscheinungen fordern jedoch, dass '^ einen eadlichen Werth 
habe, den man sich als sehr gross zu denken hat Es sei ferner 

,/n|»r.dr sB>r, so ist ebenfalls >r nur für sehr kleine r merklicb; 

r 

Semer aber lässt sich beweisen, dass der Quotient ^ ,^^lcher of- 

^fenbar eine lineare Grösse ist, fiär rasQ einen unmerklichen V^crtii 
hat. Denn da i|« von '^o an so schnell abnimmt, dass es für jedes 
measbare r unmerklich wird, so ist der Werth von r, für welchen 

'^^i'^0 wird, unmessbar klein 5 er sei q. Nun ist/ ijirdr sr >o -- >R, | 

n. **' 

oder /(a|io -^ ^) dr « fi^\,o — ^o + ^R. Setzt man R « — und 

nimmt« an, dass R eine messbare Grosse hfbe, so wäre offenbar 
/(^o — ipr) dr >- fitiHi - -^r) dr > /(nj,o — a|,^) dr , weil für r > ?, 

ijflf <i|;q, mithin a|io— i[;p>i},o— i(;q ist} folglich wäre/(a|io— i|;r)dr ss 
^R>{i^o-:-a|;Q) (R— ^), oder weil i}»5= |ipo, ^R > Ji|;o.(R— q), 
mithin ^R eine messbare Grösse, was nicht angeht^ da >R für 
ein messbares R verschwindend klein sein muss. Daher kann R aa 
— keine messbare Grösse haben. 

Betrachten wir zunächst das Integral r^t''^o^?'C08Q'>C^dt) 

^ ^ (/i., dt)« 

in welchem /i irgend ein Element der Fläche T bezeichnet, so 
spd alle Elemente desselben, welche zu einem messbaren Werthe 
des Absta;ides (fi, dt) gehören, offenbar Null, weil für ein mess- 
bares r, ^r «=0 ist; mitbin hat das vorstehende Integral itur dann 
einen messbaren Werth, wenn der Punct /l von der Fläche t un- 
merklich absteht, und braucht nur auf die deni Puncto .a. sehr nahe 
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Hegenden TheUe von t ausgedehnt xn werden. Setzt man fetnei^ 

für ' > . ° wieder :t:dn, indem man unter dn, wie früher, das 

Element einer um den Mittelptinct m mit dem Halbmesser sss i he« t 
achriebenen Kugel versteht, und v.on den Vorzeichen das obere 
oder untere nimmt,, je nachdem die äussere oder innere Seite der 
Fläche t nach ^ gekehrt ist, so verwandelt sich das obige fntegral. 
in /± dn . cos Q . ^ (^, dt). Liegt nun m in der 0/ierfläche selbst, 
so ist der Raum, welchen einerseits die durch ia an t gelegte Be- 
ruhrungs- Ebene, andererseits die Folge der von m nach den sehr 
nahe liegenden Puncten der Fläche t gezogenen und weiter ver- 
längerten Halbmesser auf der Kugelfläche abschneidet, offenbar 
sehr klein, und mithin verschwindet das vorstehende Integral. 
Hierbei wird die Fläche in der Umgebung von /u* als stetig ge- 
krümmt angenommen. 

Befindet sich dagegen /t in einer unmessbar kleinen Entfer- 
nung von t, so erhält das Integral /± dn • cos Q ♦> (/*, dt) einen 
endlichen -WertL Denkt man sich von /t aus eine Normale n nach 
der Fläche t gezogen, setzt (/u,dt) »r, und ist p die feste Gerade, 
.welche mit r den Winkel Q einschliesst (nämlich p die in /t auf der 
Fläche T nach aussen errichtete Normale), so hat man ^ (rp) » Q, 
und setzt man noch ^ (nr) ss v, ^ (np) » k, endlich die Neigung 
der Ebene nr gegen np gleich w, so folgt cos Q as cos v cos k ' 
+ sin V sin k cos vi^, ferner dn a=s sin v . dwdv, mithin 

Jin, cos Q. >r = y(co8 V cos k + sin v sin k cos w) sin v. ^r .dvdw. 

Integrirt man zuerst nach W von bis 2«, so.ergiebt sich 
der Werthi 2ar cos k /"cos v . sin v . ^r . dv. Um die noch übrige 
Integration zu vollziehen, kann man das den Fusspunct der Nor- 
male n zunächst umgebende Theilchen der Oberfläche t, auf wel- 
ches allein die Integration auszudehnen ist, als eben betrachten; 
bezeichnet man mit q seinen kürzesten Abstand von /i«, so ist 

r cos V «s Q, mithin sin v . dv aa= ^, daher 

/dn . cos Q . ^r = 2*Q* COS k . /^!^ 
wo die Integration von Tmaq bis zu einem beliebig kleinen mess- 

baren r auszudehnen ist. Wird allgemein l^Lirf »» |^ gesetzt, 

w 
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wo a irgend ein messbares r vorstellt) so ist I * ^ aa ;r-~^ und 

mithin das obige Integral » « cos k. 0^9. • Daher ist 

>dt.co8 q cosQ.^ (dT,dt) /•_!_ j« rk «^/^m ji^v ^ %.m.j 

J (dT,dt)» ' =»/±dn.cosQ.>(dT,dt)«*±«fco8k>^e 

WO die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem das Ele- 
ment /t BS dT sich auf dejr äasseren oder inneren Seite der Fläche 
t, in dem uomessbar kleinem Abstände = q von demselben befin- 
det, nnd wo k die Neigung der in dT nach aussen errichteten 
Normale p gegen die von dT auf t gelallte Normale n, deren Länge 
/durch ^ ausgedruckt wurde, bezeichnet. 
Hieraus folgt weiter, dass das Integral 

^^ dTdt , cos q . cos Q . > (dT, dt) /• . ^ ^,. ^ .. AT 
SS (dT,dt)' ^«/±*cosk.>«,dT 

nur dann einen merklichen Werth haben kann, wenn. sich in un- 
messbar kleiner Entfernung von t ein messbarer Theil von T vor- 
findet. Da ein solcher von dem Paralldismus mit t nicht merklidi 
• abweichen kann^ so ist für alle Puncto desselben cos k von + 1 
oder von -^1 nicht merklich verschieden; je nachdem nämliefa die 
äussere oder innere Seite von T der Fläche t zugekehrt ist. Da zu- 
gleich in dem vorstehenden Integrale das obere oder untere Vor- 
zeichen gilt, je nachdem das entsprechende Element dT auf der 
äusseren oder inneren Seite von t liegt, so erhält das obige Inte- 
gral den Werth ssy^dbsry^.dT, in welchem das positive Zeichen 
überall da gilt, wo gleichnanuge, das negative, wo ungleichnamige 
Seiten der Fläche t und T einander zugekehrt sind. Bezeichnet 
man die Summe aller Theile der ersten Art, für eine beliebige der 
Flächen t oder T, mit t', der anderei^ mit t, so ist '\- f^t^'^^K* 
— S*>*^^'^ der Werth dieses Integrals. Setzt man diesen Werth 
in A., so kommt 

^dsdS 9> (ds, dS) as 4*<ri};o — *«^o -^ «a>o + ^f>\lt' — */>'edT. 
Um hieraus den W«3rth von S2 zu bilden, bemerke man, dass 
für das zweite Glied des Ausdruckes S der Raum S mit s zusam- 
menfällt; daher für dieses crsss wird, ferner esst, wo t di^ ganze 
Oberfläche von s anzeigt, endlich «^ as 0. Ferner ist t' ss 0, wenn 
im Räume s keine leeren Zwischenräume oder Spalten von mess- 
bärer Ausdehnung aber unmessbar kleiner Qreite vorkommen, und 
T «s 0, wenn q keinen Theil von messbarei; Ausdehnung aber nur 
unmessbar kleiner Didce enthält. Werden solche Fälle, in welchen 
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f und % >icbt NuU nndi b^ S^te ^etzt, «o ar^bt sieb der Wertii 
des zweiten Gliedei in a gleich: f cc (4gr«^o*-*- «t>o)« . 

Für das dritte Glied von St ist, da die Räume s und 8 (der 
Flüssigkeit aad des GeCässes) keinen gemeinsamen Theii haben, 
er SR 0$ femer |ßt « ss 0, «' s» T » der yon der Flüssi^eit berühr«- 
ien Fläehe des Gefässes) folglieh ergiebt sich, wenn man für ^ 9^ 
if^s > die gleichnamigen ^grossen Buchstaben setzt, der Wertb des 
genannten Theils von fi gleich stcCTOo. Zu diesem Werthe kommt 
noch das Glied — afcCy©'^. dT', wenn die Flüssigkeit für einen 
messbaren Theil T^ der Fläche T nur eine unmerkliche Dicke hat 
Setzt man, wie vorhin, diesen Fall bei Seite, so erhält Q, den Werth 

össa — gc/zds + i *ec (4s'4>o — 4>o) + «cC0o.T 
wo t die* ganze, T die vom Gefäss beruhigte Oberfläche der Flüs- 
sigkeit ist. Da das Volumen s der Flüssigkeit unveränderlich ist, 
so folgt, dass der Ausdruck 

/zds + !^t-!^^i^T«W 
^ g 

ein Minimum werden muss. Alle Glieder dieses Ausdruckes müs- 
sen, gleich dem ersten, von der 4ten Dimension sein; set^t man da^ 

her — ^ — a= a>, — ^-^ a= /3", so sind « und ß Linien; be- 

zeich|iet man noch mit U die freie Oberfläche der Flüssigkeit, so 
Ut t =? T + ü, und 

W =:sy»ds + (a«-2/3«)T + a»U, B. 

Ans der Bedingung, dass W ein Minimum sein nuus, Itat 
sieh die Erscheinung des Au&teigois oder Sinkens der Flüssigkeit 
in Haarröhrchen leicht herleiten. Man denke sich eine gekrümmte 
Röhre mit zwei verticalen Schenkeln, mit Flüssigkeit gefüllt; es 
sei a der innere Querschnitt der einen Schenkels, oder genauer 
die horizontale Projeciion der freien Oberfläche der Flüssigkeit in 
diesem Schenkel, b der Umring der Fläche a, ah daa Volumen 
der in diesem Schenke^ zwischen der freien Oberfläche und einer 
festen unterhalb liegenden fibe'ne, befindlichen Flüssigkeit, oder h 
die mittle Höhe der Flüssigkeit über dieser Ebene, von weleker 
die E anfangen; a',V, h^ seien dasselbe für den anderen SdienkeL 
Wepn nun die Lage der Flüssigkeit eine nnendlidi kleine Aende* 
nmg der Art erlddet, dass beide Tfaeile der freien Oberfiädie ihre 
Gestah behatten, indem vorausgesetzt wird, dass die inneren Wände 
beider Schenkel in der Nähe der Oberfläche der Flüssigkeü veiw 
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tical sind; ao ist caent dieVaciaÜoii ron yUa es ahdh + a'h^dh'; 
femer die Variation von T:bdh + b'dh^; endlich die Variation 
Ton U gleich' Null. Daher wird 

dW -B ahdh + a'h'dh' — (2ß* — a») (bdh + b'dh'). 
Da femer daa Volamen s unverändert bleibt, so ist seine Variation 
adh + a'dh' » 0; die Verbindung dieser Gleichungen, giebt, wenn zur 

Abkürsang 2/5' — a« as y gesetzt wird, h^hfsay l r^j oder 

h — y- = h' — yjy. 

Ist die zweite Röhre so weit, dass -; wegen der Grösse von 

a' vernachlässigt werden kann, so kommt h *- h^ssy-, woraus 

sich, wenn der innere Querschnitt ein Kreis ist, ein dem Durch- 
- messer desselben umgekehrt proportionales Aufsteigen oder Sinken 

ergiebt. Nimmt man die Anfangs-Ebene der h so, dass h — y- »0, 
so wird auch h' — y -; = 0; alsdann drucken ah « yb, a'h'«=yb' 

die^ Mengen 'der Flüssigkeit aus, ivelche, wenn y positiv ist, über 
diejenige Oberfläche gehoben sind, die in Abwesenheit aller Ca- 
pillar- Anziehung för o^» Statt finden wurde. / 

Aus der Bedingung, dass W ein Minimum sein soll, lassen 
sich die zur Bestimmung der Gestalt der Flüssigkeit nötbigen Glei- 
chungen entweder durch Variations-Rechnnng, oder auf einem mehr 
geometrischen Werthe herleiten, welchem seiner K&rze wegen hier 
der Vorzug zu geben ist. Man denke sich die Gestalt der Flüs- 
sigkeit im Gefässe, deren freie Oberfläche mit U, vom Gefäss be- 
deckte mit T bezeichnet wurde, auf beliebige~^Weise unendlich we- - 
nig geändert; es seien U', T^ die freie und die bedeckte Oberfläche 
nach dieser Aenderung. Die Grenzlinie zwischen U und T, oder 
der Umring von U, heisse P, der Umring von U^ heisse P^ In ei- 
nem bdiebigen Puncte p von U ziehe man die Normale n auf U,. 
fmier ziehe man aua p auf d^r Fläche U zwei unendlich kleine 
Linear- Elemente pgeedl, pg'essdF, das eine in der Richtung der 
grössten, das andere in der Richtung der kleinsten Krümmung, 
welche mithin senkrecht auf einander stehen ; so ist dU « dl . dl' 
ein Element der Fläche U. Es seien m nnd m' die zu den Linearer 
Elementen dl und dl' gehörigen Krümmnngsmittelpunctein n, mpesR 
m'p BS R^ die Krümmungshalbmesser, positiv zu nehmen, Tvenn die 
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conveKe Seite der Fläche U iß p naeh ausisen gekehrt ist, and 
man nenne,«, y, y' die Puncle, in welchen die Fliehe D' dareh 
die nöthigenfalls v^längerten Geraden ^n, mg, ro%' getrcifiRBn wird, 
oder da eine in der Grenze P errichtete Normale an der Fläche U^ 
yortieigehen kann^ ohne sie za treffen, ao denke man sicbt^iii-den 
Poncten von P'' berührende Ebenen an U^ gelegt; die Normiile n 
wird alsdann die dnrch diese Berührniigs- Ebenen gebildete Fort* 
Setzung der Fläche U', und zwar in einem der Grenzearve P' an- 
endlich nahen Pancfe 9t, ' treffen. Setzt man 9tymad%^ xy' set dV, 
endlich das Element der Normale p« ss An, wobei ^n positiv oder 
negativ za nehmen ist, j^ nachdem p«r ausserhalb oder innerhalb 
des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes -liegt; so ist, weil die ^ 
Flächen U und U^ in den Puncten p und « unendlich nahe pa* 

rdtcl wnd, R : R -H 5n = dl:d^ oder ä% « dl (^1 + ^), und auf 

gleicheWeise dV=:dl'(l+g), milhin d>,.dv = dl.dl' (l+|i) x 

. fl -H »7)1 oder mit Weglassung der , zweiten Potenz von ^n, 

av.dx' = du + Q + 4) ^n . du. Pas doppelte Integral /d>..dV, 

über die gesammte Oberfläche U ausgedehnt, ist gleich dem Theil 
der Oberfläche U', welcher von den von U ausgehenden Normalen 
getroffen wird^ und mit A bezeichnet werde, vermehrt um den 
von jenen Normalen getroffenen Theil der oben« bezeichneten Fort- 
setzung von Ü, welcher einen unendlich schmalen, an einem Theil 
der Grenz -Curve P^^ und zwar in Bezug auf die Fläche V nach 
aussen liegenden Streifen B bildet. Es sei noch € der von den 
Normalen nicht getroffene Theil von U^, welcher einen an dem 
übrigen Theil von P^ innerhalb liegehdeu unendlich schmalen Strei- 
fen bildet, so hat man U' 3= A + C und' 

. /dXd>,' = U ^/dVSa (i + A) = A + B 

folglich U'~U «=öü«:/dU5o Q -h^) + C- ß. 

In irgend einem Puncto jit- der Curve P lege man die Beruh« 
rangs* Ebene an U, and ziehe senkrecht auf der Tangente an P 
in /A, in der Berührangs-Efoene, eine von /i< in Bezug auf die Flädie 
.V nadi innen gerichtete Gerade a« Ferner ziehe man, ebenfalls 
senkredit auf der Tangente an P in ^, in der Berührungs- Ebene 
der GeStswandeioe gerade Linie b, welche von f^ m Bezug auf 
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den Baam der Flftssigkeit nach aogsen gerichtet ^i; et sei i der 
Wiokel «wiKihen a und b, also i die Neigong der Wand gegen 
die freie OberflSche der Flfistigkeit, im Pancte /U'. Es sei /t' ein 
dem Pnncte /& vDendlich nahe liegender Panet von P^ das lineare 
Element /^/u,' sd '^ ^j ond k seine Neigung gegen die Richtung 
von b, > seine Neignng gegen a. Da die Ebene der Geraden a, b 
oder die Normal v Ebene der Carve P se;nkreeht steht anf der Be» 
rQhrangs- Ebene der Wand, in welcher nicht allein die Gerade k, 
sondern auch das Linear-Element aess/i/i' liegt, weil der P^nct /u^ . 
der Cnrye P' unendMch nahe bei /t und, wie dieser Pnnct, in der 
Wand des Gefässes liegt, so ^eben die Richtungen ^e, a, b ein 
rechtwinkliches sphärisches Dreieck, in welchem ^(de^a)«^ die 
Hypotenuse , ^ (^e,b) « k, ^ (a, b) «ss i die Catbeten sind; daher 
ist cos > CBB cos k cos i. Nun ist 6e . cos ^ die Projection von de 
auf a, mithin ^e.cos^.dP ein Element des Streifens B oder C, 
je nachdem Winkel > spitz oder stumpf ist Folglich ist C — Bn^ 
— y*dP . de . cos > SS — y^dP . ^e • cos k cos i, die Integration übes 
den ganzen Umring P ausgedehnt. Demnach ist die Variation von U 

^ « ü' — ü =/dU6n Q+~) — /dP.dc.coskcosi. 

Ferner ist 6e . cos k die Projection von se auf die Richtung von b, 
welche auf der Richtung des Elementes dP der Curve P senkrecht 
steht ^ und wie dieses in der Berührungs- Ebene der Wand liegt; 
folglich ist de.cosk.dP das Element der Variation, welche die 
bedeckte Oberfläche T der Fliissigkeit erleidet, oder es ist 

6T = y dP • oft . cos k 
wo die Integration sich über den Umring P erstreckt. Endlich ist 
dU . 6n der Inhalt eines über der Grundfläche dU errichteten Prig« 
mas von der Höhe Ö09 also das Element der Variation des von 
der Flüssigkeit erfüllten Raumes s, und da der zu demselben ge- 
hörige Werth von z dem znm Flächen -Elemente dU gehörigen % 
nnendlich nahe gleich ist, so ist zdU^n das Element der Variation 
von/zäs, oder ^zds a=yzdUÄo, das Integral über U ausgedehnt. 
Das Integral y*dU. da stellt die Variation des Raomes s vor, und 
mnss daher « sein, also ist 68 ss y*dU « «^ ss 0. Diese Wertk« 
gcten für öW «s ö/zdB + (a* ^ 2i3»)«T + a*6V den Ausdruek 

öVf mßVöa [z + a« Q + ~J|J — /dP. öe cos k |a*cos i +2^«~a*[. 

Da dW nicht negativ werden darf^ vrie mim^M^j^f^AendHcli 
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kleinen Variationen in und tfe wfihle, so moss der Autdrack z -f 
a* (77 '^ ITv iii^^ci'^Dderlicb sein; denn wäre er es nicht, so könnte 
man jedenfalls, ohne die Grenzearve P zn ändern, also ^eaQ 
setzend, die Variationen ^n so wählen, dass ^W einen negativen 

Werth erhielte. Ist aber z + a* (,« + iTy = C, so wird, weil 

/du. ia 8» 0, JW «I —/dp . Je . cos k {a* cos i + 2/?» — a*}' «nd 
da ie . cos k immer noch ganz wilikQhrlich bleibt, so mnis, wenn 
dW nicht negativ soll werden können, a* cos i + 2/9' _ a' » oder 

o 

sin UflB-^ sein. Lässt man die % in der horizontalen Normal- 
a 

Fläche anfangen ^d. h. in der Ebene, welche die Oberfläche der 
Flüssigkeit bilden wQrde, wenn keine Capiliar- Anziehung Statt 
ftade), 80 wird die obige Constante C»0, und man erhält für 
die Oberfläche folgende Gleichungen: 

Die Constanten a und ß hängen von den Functionen f und 
F ab, und können als ein Maass der Intensität der Anziehung zwi- 
schen den Theilen der Flüssigkeit unter sich und gegen die Theile 
des Gefässes betrachtet werden. Wenn /? > a, also die Anziehung 
des Gefösses gegen die Flüssigkeit grösser ist, als die Anziehung 
zwischen den Theilen der Flüssigkeit, so kann die Gleichung 
o sin I i 8BS ^ nicht bestehen. In diesem Falle giebt es keine be- 
stimmte Gestalt des Gleichgewichtes; denn denkt man sich neben 
der Flüssigkeit noch eine sehr dünne Schicht über einen Theil der 
Wand, dessen Fläche T^ sei, ausgebreitet, so ist T^ die Zunahme 
der bedeckten Oberfläche T und zugleich erleidet auch die freie 
Oberfläche U nahe dieselbe Zunahme T'. Der Ausdruck W a 
/zds + (a* — 2ß^) T + a« ü verwandelt sich dann in folgenden, 
der desto genauer ist, je dönner die hinzogeffigte Schicht, nämlich 
W'==s/zd8 + («« — 2ß*) (T + TO + a» (ü + T'), und da das 
Integral yzds in beiden nahe denselben Werth vorstellt, so wird 
W'_ W = 2(a« — jS«) T', also da ß* > a«, W' < W, also wird 
durch die Annahme einer weiteren Ausbreitung der Flüssigkeit 
aaf der Wand des Gefässes, W vermindert« Ist aber die ganze 
Wand des Gefässes mit einer unmerklich dünnen Schicht der FlQs« 
sigkeit benetzt, so kann man in den Gleichungen fiir die Oberflä- 
che /?BBsa setzen, indem alsdann die benetzende Schicht als Ober« 
fläche der Wand sich ansehen lässt Alsdann [^Mby^9c^j^^i 
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oder i « tt; ako berühr! die freie OberflSche der FlQsaigkeit die 
Wand des Geßsaes. 

Die gefundenen Resultate setzen völlig freie Beweglichkeit der 
flüssigen Theiichen voraas. Die&e findet im Innern der Flüssigkeit 
und an ihrer freien OberflSche viel mehr statt, als an der Wand 
des Geßsses, wenn diese trocken ist Die freie Oberfläche wird daher 

pnter allen Umständen eine der Gleichung z+a* vTT'^R'y**^ 
entsprechende Gestalt haben, wenn die Flüssigkeit in Ruhe ist: 
aber die andere Bedingung für die Grenze braucht noch nicht er- 
fallt zu sein, weil, wenn die erste Bedingung erf&llt ist, der Ueber- 
gang zum Minimum von W nicht ohne Verschiebung der an der 
Wand befindlichen Theiichen geschehen kann, welcher die Reibnnng 
Widerstand leistet. Man bemerkt daher bei bepetzten Wänden 
grössere Uebereinstimmung der Erscheinungen mit obigen Formeln, 
als bei trocknen, weil an jenen die Theile der flussigen Masse leich- 
ter fortgleiten, als an diesen. 

Aus Beobachtungen an benetzten Gefässen lässt sich der Werth 
von a herleiten. Nach den Versuchen von Laplace ergiebt sich 
für Wasser bei der Temperatur von ^*,ä Cent, a «s 2,7509 Millim«, 
für Weingeist vom specifischen Gewichte 0,81961, a ■« 1,7447 Mm., 
für Terpentinöl bei 8« C a = 1,818 5 fiir Quecksilber bei 10* C. 
« = 1,803. Die Temperatur scheint auf die Werthe von a nur 
in so weit Einfluss zu haben, als sie die Dichte der Flüssigkeit 
ändert, welcher der Werth von a* proportional ist. 

Wir besitzen noch eine Bearbeitung dieses Gegenstandes in 
der Nouvelle th^orie de l'action capillaire par S. D. Poisson, 
Paris 1831, i^elche sich besonders durch genaues Eingehen in viele 
einzelne Erscheinungen auszeichnet, einen zusammenfassenden Aus« 
zug aber nicht leicht gestattet ; daher ich mich hier nur auf eine 
Bemerkung über die Polemik, welche der berühmte Verfasser ge- 
ge& die bisherige Theorie richtet, beschränken will. Poisson ta- 
delt nämlich, dass man die Aenderung nicht in Rechnung gebracht 
habe, welcher die Dichtigkeit des flüssigen Körpers an seiner 
Oberfläche und im Innern unterworfen sei, nnd behauptet, dass, 
wenn dieselbe vernachlässigt wird, die freie Oberfläche eben nnd 
wagerecht bleiben nnd weder Hebung noch Senkung der Flüssig- 
keit eintreten werde (vgl. z. B. S. 6 der Vorrede). Der Beweis 
für diese der bisherigen Theorie widersprechende Behauptung geht 
Von folgender Betrachtung aus (S. 18 u. f,):zedby^oogit: 
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Es sei AOB (Fig. 3.) die freie OberBfiche der Flfissigkeit ia 
der Röhre AA'B'B, oi ein Element derselben in O, OE ein flüs- 
siger Cylinder normal auf der Fläche, dessen Grundfläche cu; CD 
sei die Beruhrungs- Ebene der Fläche in 0$ O' ein beliebiger 
Punkt des C^lindei« in der verticalen Tiefe « a unter O, und 
CD' eine durch O^ gehende mit CD parallele Ebene. Auf diesen 
Cylinder 00^ wirken in der Richtung von nach O' folgende 
Kräfte: die Anziehung des Meniscus, welche mit fjb bezeichnet und 

gefunden wird f*=a— ^H Tr-H- r;^ wo X und Ä' die KrQm- 
muDgshalbmesser sind, die f&r eine ooncave Oberfläche als positiT 
angesehen werden. Die Constante H hängt von der Anziehung ft 
zwischen den Theilen der FlQssigkeit ab, und findet sich«: H bb 

OD 

T ^Q* /r* 9>r dr, q ist die Dichte der Fl&ssigkeit, auf deren Vor* 
änderung hier keine Rücksicht genommen wird. Femer wirkt 
auf den Cylinder die Anziehung der unter C' D' befind!!- 

chen FlQssigkeit; ihre Intensität wird gefanden K as — ^L. x 

OD 

/r' jprdr; die Wirkung der zwischen CD und CD' enthaltenen, 
den Cylinder umgebenden Flüssigkeit, in der Richtung O O', ist 
Null*7 es wirkt noch das Gewicht des Cylinders O 0% nach der 
Richtung desselben gemessen, mit der Intensität g^o, endlieh noch 
der Luftdruck n in 0. Alle diese Kräfte sind auf die Flächen- 
einheit zurückgeführt. Poisson sagt, für das Gleichgewicht des 
Cylinders 00' müsse die Summe dieser Kräfte Null sein, und er« 
hält dann folgende Gleichung: K + fjb + gqa + n ■■ oder K «■ 

— H — g^a + I H VT + T/ (^' *^)> •'*^ welche dann weitere 
Betrachtungen gegründet werden. 

Die Annahme einer unyeränderlichen Dichtigkeit, mit welcher 
die frühere Theorie sich begnügt hatte, würde durch yorstehende 
Gleichung unmittelbar widerlegt sein, wenn diese wirklich aus jener 
fdgfe. Denn da sich a auf einen beliebigen Punkt O' des Cylin- 
ders OE bezieht, indem es den verticalen Höhen-Unterschied zwi- 
sehen O und O' bedeutet, so ist es eine wiUkührliche oder rer- 
änderlichen Grosse; hingegen sind die übrigen in der Gleichung 
Torkommende Grossen entweder absolut constant, wie K, H, il, g, ^, 
oder wenigstens für denselben Cylinder OE constant, wie X und 
X^; folglich würde sich aus dieser Gleichung ein constauter Werth 
für a ergeben, welcher offenbar unzulässig ist. Auch betrachtet 

y Digitized^yV^OOglt: 



66 Gleichgewicht eiaes hSogenden 

Poisson den Werth von a in dieser Gleichung als willkuhrlich, 
fndem er aus ihr den Schluss zieht, dass K eine im Allgemeinen 
negative Grösse sei, welche hauptsächlich vom Drucke n und von 
der Tiefe des Punctes O ' abhänge, dem sie entspricht Also wäre 
dann K veränderlich, da doch sein Werth konstant und schon vor- 
her angegeben ist. Ganz dieselbe Einwendung lässt sich auch ge- 
gen eine im weiteren Verlaufe S. 20. Z. 8. v. «. aufgestellte Glei- 
chung machen. Der innere N^'iderspruch, welchen hiernach diese 
Gleichungen darbieten^ scheint lediglich in einer mangelhaften sta^ 
tiseheo Betraehtung seinen Grund zu haben, denn für das Gleidd- 
gewicht des Cylinders ist nicht erforderlich, dass die Summe der 
eben aufgezählten von O nach O' gerichteten Kräfte, nämlich 
K + fi, + %Q(jt + 11 gleich Null sei, sondern nur, dass sie dem Ge* 
§(endruck gleich sei, welcher in O' auf die fl&ssige Säule wirkt 
Poisson scheint anzunehmen, dass ein solcher Gegendruck aus 
der bisherigen Theorie sich nicht ergeben, weil derselbe das Da- 
sein einer abstossenden Kraft voraussetzt^ während die Theorie nur 
anziehende Kräfte annimmt; wobei jedoch unberücksichtigt geblie* 
lien ist, dass die Amiahme einer eonstanten Dichtigkeit die Yor* 
aussetzung einer abstossenden Kraft schon in sich einhüllt. So 
viele Anerkennung daher der von Poisson gemachte Versuch 
verdient, jene Annahme constanter Dichtigkeit durch Einfuhrung 
passender Hypothesen über die zwischen den Molecülen w;rken* 
den abstossenden Kräften nicht allein zu ersetzen, sondern aach 
darbüber hinauszugehen, und die durch den veränderlichen Druck 
hervorgebrachten Aenderungen der Dichtigkeit, welche die. bishe- 
rige Theorie vj^egen der geringen Comprefssibilität der tropfbaren 
Flüssigkeit bei der Erklärung der Capillaritäts- Erscheinungen un- 
berücksichtigt liess, ebenfalls noch in die Rechnung einzuführen, 
so kann doch die Behauptung, dass aus der bisherigen Theorie die 
Erscheinungen der Capillarität gar nicht folgen, nicht als begrün- 
det anerkannt werden. 



6. lieber das Crleickgewichi eines an, einem Fa- 
den hängenden und in gleichförmige Dre~ 
hang versetzten Körpers. 

Eine Beobachtung Gregory 's, von welcher im S.Bande der 
Correspendance mathdmatique et physique de Bruxelles die Rede 
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ist, bat Pagani zuerst im 4« Bande dieser Zeitschrift nnd iiäcliher 
in grösserer AÜgemeiiiheit im 19. Bande des Journals f. Math, ton 
Creile (& 185) behandelt Sie betri£n; das Gleichgewicht von 
Körpern, die an einem Faden hängen, welcher an die verticale 
Axe dnes sich gleicfafSrmig drehenden Rades befestigt ist Indem 
der Faden sich um seine anföngliefa v«rticale Mittellinie tn drehen 
genöthigt wird, muss auch der daran gebundene Körper anfangen, 
sich um die den Aufhängepnnet mit dem Schwerponct verbindende 
Gerade sn drehen, fide diese gerade Linie mit eiüer der^durdi 
den Schwerpunct gehenden Hauptaxen tüsammen, eo wiiren die 
Schwun^räfte um diese Axe im Gleichgewichte tind mithin^ bliebe 
sie veriical. Wenn aber diese gerade» Linie, welche Wir hier die 
Axe des Körpers nennen wollen, keine der 'dnrdi den Sdiwtr* 
punct geltenden fiauptoxen kt, oder we^n ip -den FäUeii, in wi- 
chen diese Axe eine Qimptaxe i9t,.:wie .z. B.*bei einer häiig^den 
gieibbartigen Kngel, der Schwerponct im An&nge der Bewegung 
durch eine äussere Kraft ein wenig von der Vertiealea ^ibgelaikt 
vnrd, so heben sich die Schwongkräfie nicht mehr i^f« und der 
E^Qrper ni^lmt, wai9 der Beharrungc^tand eingetreten ist,, eine Stel« 
lung an, in welcher «ein Gewi<^t im% der Wirkung .der Schwung« 
kräfte und der Spannung des .Fadens hn Qldohgewi^t ist. Es 
sei Qx (l^ig. 4.) , die Drebungsa^e, OA der f a|)eQ» . AB die Axe, 
G der Schwerptm^, ,A der .Aulhä^gepunel; des Körpers ^ so dreht 
sich im Beharron^tande^ wenn\der Körper zn beiden Seiten der 
Ebene OAB symmetrisch vorausgesetzt wird, die Ebene OAB um 
die Axe Os!, -i^elöhe von der Ale dies Körpters AB in einem uni 
Hr'eränderiithen I^uncte C gcjischnitten i^ird, ' Man nehme Ö zum 
Anfange der Coordinaten, Ox' zur Axe der x, die y senkrecht dar- 
auf in der Ebene AOB, und senkrecht auf dieser die z. Es sei ^ 
die gegebene Winkelgeschwindigkeit, a die £ntfei]pun^ AG, GCa« ^ 
^ A€0 aexa, m die Masse des Körper8,.gmssaP seiiO Gewicht, so 
sind o, >*ydm, ^>zdm die Componepten der Schwungkraft im 
Puncte X; y, z, nach diesen Axen, und mithin sind X.saiO, Yca 
^«/ydm as e sin a ^s.m, Z =* >*Jkdm «= Q die Componeuj^n der 
Mittelkraft aus allen Schwungkräften. Nennt jnan. noch <f den 
Querschnitt, t<a die Spannung des Fadens in elAcm beliebigen 
Puncto, T den Werth voigi t in A, /3 die Neigung von T ^egen die 
Axe X, so hat man 

P - T« CO« ß, P* sin « : >V- 6^" '^tt^^Ghogk 
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Bildet man fernier nach dem Schema 2 (Xj — Yx) a Q die 
Relation fftr das Gleichgewicht der Momente, so ergiebt sich 
r— >'ykydm als Moment der Schwungkräfte und man erhält fol- 
gende Gleichung, in welcher OC « h gesetzt ist: 

P* sin a + ^"/(h — x) ydm « (« + «) T« sin (a + ß). 
Die Momente in den Ebenen, yx, xz sind Nnll, da namentlich we- 
gen der voransgesetsten Symmetrie das Moment der SdiwungUraft 
in der Ebene «s, nämlich ^'/ssdai, verschwindet Dm das Inte- 
gral in yorstebendev Gleichung tu entwickeln, nehme man in dem 
Körper ein «weites System rechtwinklichor Coordinaten an, deren 
An&ng der Schwerponet 6 sei; GA sei die Axe der n, senkrecht 
auf dieser in der Ebene OAfi die v; so ist 

h •». X SB (n + <^os a -i: V sin «s y =>" (n + «) sin a — v cos oi^ 
folgKch (h — x)y «B [(« + «)•— v*J suacosa — (Q4-t)Tcos2tt. 

Da nun der AnGing -der ii, y im Schwerponcte des Körpers 
Hegt, 80 istyiidm » 0$ yVdm «0; setzt man nochyu* dm » A, 
y*y*dm «a B, ynvdm ■* C, so kommt 

f{h — x) ydm « <«'m + A — B) sin a cos « — C cos 2«. 
Setzt man diesen Werth in obige Gleichung, und schafft ans der» 
selben noch mittels der Gieichnngen 1. die Grössen T sin /S, T cos /? 
weg, so kommt, nach gehörigem Aufheben : 
g£(A— ©) sin « cos a :— C cos 7a] >* «r (g + «>>cos a) aP sin «. 2. 
Hierzu kommen noch die Gleichungen für den biegsamen Faden, 

nämlich ^Q-^J + g«ds » 0, ^(j^J + «>*yds s=s 0, in welchen 

^ die Dichtigkeit des Fadens bedeutet* Aus diesen ergeben sich 
folgende Integrale, die man aoch nach allgemein bekannten Sätzen 
unmittelbar aufstellen kann, nämlich: 

wo 1 » OA die Länge des Fadens, s einen Bogen desselben von 

O an ausfiiföckt. Ferner: ^ 

T + gQx 4- 4§>«y> as K '4. 

wo K eine Constänte, die auch durch die Coordinaten von A fol- 

gendermassen ansgi^dröckt wird: 

K «^T + ge [h— (a + *) cos«] + J«>> (a + 0* «» «*• 

Für die Fadencnrve erhält man folgende Gleichung aus 3. und 4., 

nämlidi: 

ds K-gQX--|g>«y« - 

dl - T€os/i + 6«(l^s)- ,,,,3,,, Google 



gldchfBrmig gedrehten . Körper». 69 

Ao8 dieser Gleichung, veibuudeu mit d$*^d;K* +dj«, erge- 
ben sich y und s in x ausgedrückt^ wobei die Constanten so za 
nehmen sind, dass ffir x » auch y und a verschwiaden. Setst 
man demgemäss y » fx, s » 9>x, so folgen noch zwei Gleichun- 
gen, indem man für x, y, a ihre auf den Punc( A bezüglichen 
Werthe einsetzt, nämlich 

(a + «) sin o.« f [h— (a+Ä) cos«*], und 1 « y [h— (ftrt*) cos aj. 6. 
Die fünf Gleichungen unter 1. 2. und 6. enthalten eben so 
Tide unbekannte Constanten, nSmlich o, c, b, ß^ T, welche durch 
sie YöUig bestimmt wenden. Ihre Werthe in ycsb: eingesetzt, 
geben dann die voilstSndig bestimmte Fadeneurve, deren DiQeren- 
tialgleichnng ),edoch so verwickelt ist, dass sieb eine endliche Glei^ 
chung aus. ihr nicht allgemicin darstellen Usst. Gestattet man ^cb 
die Hasse des Fadens ganz, zi^ vernachlässig^, so ist « «^ zu 
setzen, und man erhält für die Gestalt desselben eine gerade Linie; , 
nämlich xs^s.cos/S, y ■■s.siD.^, fbrher tsKaT; und 

h— (a + «)costtM»loosA', (a + e)ainaa8i8ini3. , (nach 6.) 
Fernec fplgt aiia 1.. dprch Elimination von T, >'•< sin a as g.tg/). 
Nimmt man noch an, dass die Axe u des Körpera eine Hauptaxa 
ist, so ist C SB8 und man erhält aus 2.. 

g (A — B) ;^* cos« = (g + «>» cos a>Pa. 
Diese vier Gleichungea gebe& unter den angezeigten Vorans- 
setzu|}gen,. und WEean die Werthe von A und B der Gestalt des 
Körpers gemäss bestimmt aiadt die vier^ Constanten a, /3, «, h. 

Das Vorstehende giebt eine Uebersicht der. Aufgabe, aus wel- 
cher sich die Anwendungen auf einzelne Fälle leicht entnehmen 
lassen;, maa findet deren mehrere in dec genannten Abhandlung 
von Pagani, In dieser vnrd auch die Gestalt untersucht, welche 
eme am. Faden hlingende in ^ich geschlossene Kette annimmt, vsenn 
sie einer gleichförmigen Drehung unterworfen ist und sich im Be- 
harrungstande befindet. Indem sie ^icb ^aet, eriiält ihr grdsster 
Dnrsfamesser etwa die Lage AB der vorigen Figor. Nimmt man 
C zum Anfang, dec Coordinaten, CA zar Axe der u> senkrecht 
darauf in der Ebene O AB die v, und senkrecht auf beiden w,.ttnd 
taint t die Spannung im Puncte u, v,. w, kds eip Element der 
Masse der Kette, .voa der Länge da, wc^ k eine Constant«, so er- 
geben dch, wenn man die bekannten Grundfonpeln fär ^en bieg- 
samen Faden auf die hier vorliegenden Kräfte anwendet, folgende 
Differential -Gleichungen: i ....ou- 
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d (i ^j + {(a sin a + V cos a) ^" sin a — g cos «} kds « 
d yi ^j + {(a sin a + V cos a) ^« cos fit 4- g sin aj kds « 

d(tjj!:)4^w;^>kd8«0. 

Hieraus folgt, indem man diese Gleichangen nach der Reihe mit 
du, dv, dw multiplicirt, die Producte addirt and sofort integrirt: 
t + f >* k (u sin a + V cos a) * + g (t sin <x — u cos ») k -f- 
^ ^^kw^ =* Const. 
Bezeichnet man die obigen Gleichungen dorch 

d(iJ) + Ukd««0, d(tJj) + Vkds«0,d(igj) + Wkds«0 

wo die Bedeutung der Abkürzungen 9ut der Vergleichung mit den 
obigen henrorgeht, wonach z. B. Wss^'vv, n. s. w., so ergeben 

sich, w^np man die erste mit j-, die zweite mit j- multiplicirt 

und das zweite Prodtict vom ersten sublBahirtt . 

*(£)* ^(a;)+ «^(Udv- Vdu) « 0, und auf ähnliche Weise: 

<£y<3?) + '^(Wdu-üdw)-a 

Benutzt man den obigen Werth von t, so reichen zwei von die- 
sen Gleichungen zur Bestimmung der gesuchten Curve hin, und 
fede dritte ist alsdann Folge der beiden andern. 

Nimmt man die Winkelgeschwindigkeit > sehr gross, und ver- 
nachlässigt alsdann die Wirkung der Schwere gänzlich, so wird 
die Kette sehr nahe horizontal Hegen, also cos »»0, v«0 gesetzt 
werden können. Die Gleichungen für u und w sind dann: 

d(tj5) + u>»kds«0, d(t5^) + w^«kds ^ 0. 

Für t hat man t*r C ^ ^>>k (u» +w»), oder wenn C«»i>" k.b» 
gesetzt wird, t « ^-^'k (b» — tt* — w*). Nimmt man nun u« + 
wtsssa', also constant an, so wird t»«^>*k(b» — a»), also die 
Spannung constant, und setzt man a ss a cos 9>, w sb a sin 9, so 
wird ds» ä du> + dw* « a^dg^', ds «» ady, du » — sin sP- ds, 
dw SS cossp.ds; daher geben die beiden obigen Gleichungen: 
i (b' — a*) d ( — sin 9) + a* cos ydy «« 0, 
^ i (b» - a» ) d CO. , + a» sin ^dj^ -J^^gie 
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woraus übereiostimmend folgt: b' »=3a*; folglich gen&gt die An- 
nahme u* + w' «B a* den Bedingungen des Gleichgewichts, und 
die Spanm^ig der kreisförmigen Kette findet sich t^>^ka*. Ist 

I die Länge der Kette, so hat man I s oa«; dah^r a » —, also 
die Spannung t == ^> , . Nennt man p das Gewicht von der 
Längeneinheit der Kette, so wird k, d.i* die in der Läugeneinheit 
enthaltene Masse, gleich P; also die Spannung t = -r*' ^^^ ^ 
die Anzahl der ÜnddrehungeB der Kette in der Zeiteinheit, also 
n = — , pl sa p das Gewicht der Kette, so folgt t « — — , 



7* lieber die Anwendung des Satzes der Leben- 
digen Kräfte in der Maschinenlehre. 

Nach dem allgemeinen Sats der kbendigen Kräfte ist bdcannt- 
lieh fQr irgend ein System von Massen m, m', m*\ •*., welche 
si<;h zur Zeit t mit den Geschwindigkeiten v, v', •• • (lewegen, 
unter der Wirkung der Kräfte P, P^ « . ., welche imt den Rich- 
tungen di^er Geschwindigkeiten die Winkel >, >',... einschiiessen, 

i 2mv* — i smv^« « 2/P cos ^ds 
wo ds die Fortrückung des Angriffspunctes von P, während der 
Zeit dt, mithin P cos >ds das Product aus der nach der Richtung 
von ds wiikenden Componente von P in die Fortrückung ds be- 
deutet, und die Integration die in der Zeit von t« bis t Statt fin- 
denden Werthe umfasst. In so fern nur von einer bejiebig vorge- 
stellten Fortrückung die Rede ist, beisst dieses Product in der Sta< 
tik das virtuelle Moment der Kraft P$ seinem Integral hat Gauss, 
wenigstens in einem besonderen Falle, den Namen Potential bei- 
gelegt; in dem Satze der lebendigen Kräfte aber bezieht sich die- 
ses Product auf die wirkliche Bewegung der Puncte des Systemes, 
und ist in besonderer Rücksicht auf die Maschinenlehre von fran- 
zösischen Mathematikem, namentlich Ponoelet und Goriolis, das^ 
Element der Arbeit, seu Integral £e Arbeit der Kraft P genannt 
worden. Jedenfalls ist dieses Product aus Kraft in Fortrückung 
nach der Riehtung der Kraft ein durch die ganze theoretische und 
practische Mechanik durchgehender Grundbegriff, der an sich twar 
nicht neu genannt werden kann, an dessen klai'e Auffassung und 
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Hervorhebung sich aber ein grosser Theil der bedeutendsten neue- 
ren Leistungen in dieser Wissenschaft knöpft. Die Benennung Ar- 
beit bietet dch übrigens in der Maschinenlehre so natürlich dar, 
dass sie schon früher von Na vier und Prony sufSUig, und ohne 
die Absicht sie als eine technische geltend, su machen, gebraucht 
Tirorden ist; auch rechtfertigt sie sich, wie Corialis bemerkt, da- 
durch, dass zu jeder mechanischen Arbeit nicht allein eine Krafl^ 
sondern auch eine Bewegung des Angriffspnnctes erforderlich ist, 
ohne welche nichts zu Stande kommen kann. Ein blosser Druck 
gegen einen unverrückbaren Gegenstand ist keine Arbeit. — In so 
fern die Kraft mit der Richtung der Bewegung des Angriffspnnctes 
einen spitzen Winkel bildet, also wenn P cos ^ds positiv ist, heisst 
die Arbeit bewegende, wenn aber > stumpf ist^ widerste- 
hende Arbeit (travail moteur und travail r^stant). Bezeichnet 
man mit P die bewegenden, mit Q die widerstehenden Kräfte, so 
kann man die Gleichung der lebendigen Kräfte auch so schreiben: 

^ 2mv« ^ i 2mv/ a« s/P cos >ds — 2/Q cos >ds 
wo^>'überaD spitz gedacht wird; nach dieser Formel ist die Ku« 
nähme der lebendigen Kraft des Systems, in der Zeit von t^ bis t, 
(wenn unter lebendiger Kraft die Hälfte der Summe der Producta 
aus jeder Masse in das Quadrat ihrer Geschwindigkeit verstanden 
wird,) gleich dem Ueberschuss der bewegenden Arbeit über^ die 
widerstehende, während jener Zeit. Dieser Satz, mit den daran 
sich knöpfenden allgemeinsten Folgerungen, bildet das Principe de 
la trausmission du travail, welches unter diesem Namen zuerst von 
Poncelet und Coriolis aufgestellt ist und gegenwärtig in der 
Maschinenlehre allgemein zu Grunde gelegt wird. Die Beschrän«- 
kungen, unter welche der Satz der lebendigen Kräfte in seiner 
gew(>hnliclien Darstellung gestellt wird, finden bei dieser Auffas^ 
sung nicht Statt, indem einerseits das Vorkommen der Zeit in den 
Bedingungsgleichungen des Systemes eine voraus bestimmte Bewe« 
gung eines Theils desselben voraussetzt, welche bei jeder wirkli- 
chen Anwendung nur durch die vorhandenen Kräfte bedingt sein 
kann und mithin wegfällt, wenn man diese vollständig berüekaich- 
tigt; so wie anderofseits die Bedingung der Integrabilität des Aus« 
druckes auf der rechten Seite der Gleichung, so wichtig sie auch 
für den Fortgang der Rechnung ist, doch keinen wesentlichen Un- 
'terschied in der Natur der Probleme begründet nnd das Princip 
der Uebertragung der Arbeit nicht aufhebt Die nächste Folgerung, 
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vrdche hier ftos diesem Prindp za suehen ist, betrifft die Bevre- 
giing einer Maschine in ihtem Beharrangstande. Ist nämlich der 
-Gaqg einer ükaschine gleichförmig , also ihre lebendige Kraft un- 
veränderlich geworden, so ist nach dem obigen Princip die bewe- 
gende Arbeit in jeder beliebigen Zeit der widerstehenden Arbeit 
während dieser Zeit gleich. Ist der Gang der Maschine nur perio- 
disch gleichförmig, so erlangt die lebendige Kraft nach Ablauf je- 
der Periode immer wieder denselben Werth, und jene Gleichheit 
gilt dann zwar nicht (ur jeden Zeitpunct, aber doch för jede be« 
iiebige Anzahl von Perioden der Bewegung. Derjenige Theil der 
bewegenden Arbeit, welcher zur Erreichung des bei der Maschine 
beabsiditigten Zweckes verwandt wird, heisst die nutzbare Arbeit 
oder NtttzeiFect; der übrige Theil geht an den Hindernissen der 
Bewegung verloren. 

Die Anwendung dieser Prtncipien mnss man ans ^en der Ma« 
schinenlehre gewidmeten Werken kennen lernen, unter welchen 
ich^hier hauptsächlich folgende beryorhebe: Introdnction ä la me- 
canique industrielle, physique et experimentale, par J. V. Pon- 
«elet. Deuxiime Edition. Metz et Paris 1841, und den zweiten 
Theil des schon oben genannten Resume de legons etc. von Na- 
vier, welcher umfossende Untersuchungen über die Bewegung der 
Flüssigkeiten und die Theorie der Haschinen enthält. Coriolis 
du calcnl do Teffet des machines. Paris 1829. Poisson giebt am 
Schlosse des zweiten Bandes der neuen Ausgabe seiner Mechanik 
eine Addition relative i Tusage du principe des forces vives dans 
le calcnl des machinelB en mouvement. 

Zur Messung der Arbeit von Maschinen hat man verschiedene 
Vorrichtungen, unter welchen der Pronysche Zaum am h$uOg- 
sten gelnraucht ^ird. Ist nämlich A (Fig. 5.) der Querschnitt ei- 
ner Wette, wdche wir uns Jiorizontal vorstellen wollen, so löst 
man die von der Welle getriebenen Theile der Maschine aus ihrer 
Verbindung mit jener, und umgiebt dafür die Weile mit einem 
eisernen Bande oder Zaume DEF, an dessen Enden D und F ein 
Balken oder Hebel C'C angeschraubt und dadurch sammt dem Bande 
DEP mehr oder weniger gegen die Welle gepresst wird» An ei- 
nem Puncto C des Hebek wird nun ein Gewicht P von solcher 
Grösse angebfacht, und zugleich durch Stellung der Schrauben in 
D und F der Druck des Zaumes auf die Welle so eingerichtet^ 
dass während die Welle A sich mit der Geschwindigkeit dreht, 
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fikr welche man die Beobachtang anstellen wiH, der Bebet CG 
fortwährend horisonlal stehen bleibtt Die Kraft, welche der Dre- 
hpng der Welle entgegenwirkt, ist alsdann offenbar die Reibung 
derselben gegen -den Zanm, welche man sich in dnem Pancte des 
Vmrings vereinigt denken kann. Bezeichnet man ihre Intensität 
mit R^ den Halbmesser der Welle mit. a, den von einem Pancte 
im Umringe der Wdle in einer gegebenen Zeit dnrdilaufenen Weg 
mit a^t so ist Qa9> die widerstehende Arbeit der Rdhnng, insofern 
Q constant gedacht wird. Offenbar strebt aber auch die Reibung 
Q, den Zaum mit dem Hebel um den Mittelpunct der Welle zu 
drehen; ihr Moment ist Qa; bezdchnet man den Abstand des Ge- 
wichtes P Tom Mittelpunct der Welle, in horizontaler Richtung, 
also BC, mit b, so ist Pb das jene Drehung yerhinderude Moment, 
mithin Qa as Pb, also ist die widerstehende Arbeit »a Pb^. Die« 
selbe wird mithin durch Beobachtung des den Hebel festhaltenden 
Gewichtes P und der Anzahl der Umdrehungen der Welle, in ei- 
ner bestimmten Zeit, gefunden« In so fern aber die Welle sich 
gleichförmig dreht, oder wenigstens am Anfange und Ende der 
Beobachtung einerlei Geschwindigkeit hat, ist ihre bewegende Arbeit 
der widerstehenden gleich, und wird mithin durch Pbsp ausgedrückt. 
Um diese Vorrichtung anzuwenden, muss die Wirksamkeit der 
Maschine unterbrochen werden. Genauere, aber auch nidit so ein« 
fache Vorrichtungen sind die verschiedenen Arten des Feder -Dy«^ 
namometers von Morin, welche sich alle darauf grfinden, dass die 
bewegende Kraft mittels emer an der Welle der Maschine oder bei 
Wagen am Angriffspuncte des Zuges angebrachten elastischen Fe- 
der wirkt, durch deren Biegung sich die Intensität jener zu erken- 
nen giebt. Dieses würde an sich während des Ganges der Ma» 
schine ohne Nutzen sein; allein durch dnen passend angebrachten 
Stift zeichnet die Stahlfeder ihre jedesmalige Biegung auf ein Pa- 
pier, welches sich unter dem Stifte mit einer der Geschwindigkeit 
der Haschine in jedem AugenUicke proportionalen Geschwindig- 
keit fortbewegt; aus dieser Zeicbung kann man dann die während 
der Zeit der Beobachtung gelieferte Arbeit entnehmen. Diese und 
noch andere Vorrichtungen zu demselben Zweck «ind von Pon- 
cet et angegeben worden. Die Beschrdbung einer Vorrichtung die- 
ser Art findet man in den £xp6riences sur le frottement eic, par 
A. Morin, und in einer Abhandlung über die Reibung, von A« 
Bris, welche eine kritische Darstellung der bisher über die Rei- 
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btmg angeslellteii Vereacb% naptent^ich auch der ron Qlorin ent« 
hält und in den Vcärhandlungen des Vereins fiir Gewerbfleiss in 
Preussen yom Jahre 1837 gedruckt ist Hauptsäcbiich aber ist 
wegen Beschreibung dieser Dynamometer auf eine Schrift unter 
folgendem Titel vbl .verweisen: Oescription des a'ppareils chro* 
Bometriqnes ä style, propres ä la repr&entation graphiqne el 
ä la determination des Ans du monyement, es des appareils dy« 
namomctriques prbpres k mesurer Teffort on Je travail d^vö* 
loppe par les moteur anim^s ou inanim& et par les organes de la 
transmission dn monvement dans les machines, par Arthur Mo- 
Tin, C^piUme d'ArtiUerie, etc. Metz, S.Lamort. 1838. 51 Seiten. 8. 

Um einige Ansobaunng von det Sache zu geben^ will ich die 
uir Messung der Zugkräfte an "V^agen bestimmte Vorrichtung an« 
deutend beschreiben. Dieselbe besteht aus &Wei an den Enden zu* 
ssmmengeboltzten Stahlblättem, ACB, ADB, (Fig. 6.) von denen das 
vordere in der Mitte D vom Zugseile ergriffen wird, während das . 
Untere in seiner Mitte C an den Wagen befestigt ist Dnrch die 
Zagkraffc werden die Stahlblätter so gebogen, dass die SUmahme 
der anfänglichen Entfernung CD in |edan Angenblieke dieser Kraft 
proportional ist nnd mithin das Maass derselben abgiebt. In be* 
findet sich ein verticaler Stift, an dem ein Pinsel angebracht ist, 
weldier anf ein unter ADBC angebrachtes Papier den Endpunet 
des Abstandes CD mit Tusche auftrigt Dieses Papier geht über 
zwei an den Seiten A nnd B angebradite Rollen, indem es sich ' 
von der einen auf die andere abwickelt. Die Rollen werden ent- 
weder durch ein Uhrwerk in gleidiC5rmige Drehung versetzt, oder 
sie stehen mit den Wagenrädern in Verbindung, wodurch eine der 
Creschwindigkeit des Wagens proportionale Geschwindigkeit des 
Papiers erlangt wird. Durch Quadratur der gezeichneten Curve 
erhält man in dem ersten Falle, wo die auf den Ordinalen P senk- 
rechten Absdssen den Zeiten proportional sind, das Integral /"Pdt 
oder die mittle Kraft, im zweiten Falle, wo die Abscissen dem 
dnrchlanfenen W^e s proportionirt sind, das' Integral /Pds oder 
die gesammte Arbeit der Zugkraft, während der Beobachtung. 

Eine weitere von Poncelet angegebene Vorrichtung, die zn 
mehr in das Grosse gehende Messungen dient, gründet sich auf * 
folgenden Gedanken: der Stift in D nnd das untergelegte Papier 
bleiben bei dom vorigen Dynamometer weg. Anstatt ihrer ist in 
C eine verticale Axc CE aufgestellt, tragend eine horizontale Kreis- 
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Scheibe RT, welche durch eiQ umgeschlagenes Riemeosell mit dem 
Wagenrade verbuDden ist and dadurch eine der des letiterea pro- 
portionale Drehuogsgeschwindigkeit erhält» (Fig. 7. wo C und D 
dieselben Pancte des Dynamometers wie in Fig. 6. bedeuten; die 
Stahlfedern ACß, ADB sind ako senkrecht auf der Ebene der Ta- ' 
fei vorftustellen.) Der Axe CE gegenüber ist in D eine ebenfalls 
verticale Axe DF aufgestellt, welche sich in einiger Höhe über« 
der Fläche des Rades RT, r^chtwinklich gebogen, in eine horizon- 
tale Axe FG fortsetzt; an dieser lA ein verticales Rad LH dreh- 
bar befestigt, dessen tiefster Punct H die Fläche Ton RT berührt. 
Sobald die Zugkraft P Null ist, liegt der Punct H gerade im Mit- 
telpancte £ von RT; wenn aber der Punet D durch die Zugkraft 
von C mehr entfernt wird, rückt auch das Rad LH um eben so 
viel vor, und wird durch die Drehung des Rades RT mittels 
der Reibung in solche Drehung gesetzt, dass seine Umtangsge- 
schwindigkeit der Geschwindigkeit des jedesmal von ihm bertthr* 
ten Paactes H der Scheibe RT gleich ist, also gleich rw, wenn 
EH as r und w die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe RT. Da r 
offenbar der Verlängerung des anfänglichen Werthes von CD gleich, 
also der Zugkraft P proportional ist, so ist schliesslich die Win^ 
kelgeschwindigkeit des Rades LH in jedem Augenblicke dem Pro- 
duct aus der Zugkraft P in die Geschwindigkeit v des Wagens 
proportional. Wenn nun das Rad LH in emer gewissen Zeit n Um- 
drehungen gemacht hat, so ist der von einem Puncte seines Um- 
ringes durchlaufene W^eg d^n Integral yPvdtssypds proportional, 
upd dieses wird mithin aus jenem bekannt. Durch ein an LH an-t 
gebrachtes Räderwerk mit Zeiger erfährt man di& Anzahl der ge« 
•chehenen Umdrdhungen des Rades LH. 



8. Theorie, der Dampfmaschinen nach 
V. Pamhour. 

Die ältere Theorie rotirender Dampfmaschinea, welche man 
z. B. aus Taffe Application des principes de m^nique aux nun 
chines les plus en usage, Paris 1837, kennen lernen kami, beruhte 
in der Hauptsache auf folgender Betrachtung: 

Bezeichnet P die Spannung des Dampfes im Kessel, a dea 
Querschnitt des Cylinders einfir Dampfmaschine, i den Kolbenlauf, 
n die Ahzahl der in der ^unde voUfOhrten Kolbenhübe, ao ist 
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bI der Weg, vreJehen der Kolben anter dem Dracke aP in der 
Secande durchläuft, milhin aPnl die bewegende Arheil des Dam- 
pfes aaf den Kolbe% in der Secunde« Bezeichnet noch p den Ge* 
gendruck der Laft aaf den Kolben, wenn keine Condensatiou an- 
gewandt ist, oder, wenn solche Statt findet, den ans ihrer Unvoll- 
atändigkeit entstehenden Widerstand, so liefert dieser die wider* 
stehende Arbeit apnl, und mithin bleibt a(P — p)nl als theoreti- 
acher Effect übrig. Wegen der Reibung ist der practische Effect 
nur etwa die Hälfte des rorigen, oder ein anderer Bruchtheil, wel- 
chen man aus Beobachtung zu bestimmen sachte« 

Bei dieser Berechnung wird die Spannung im Kessel als ge- 
geben voraosgesetzt, und der Pruck des Dampfes auf den Kolben 
im Cylinder ihr sofort gleich angenommen. Inzwischen hatte schon 
Watt durch Beobachtungen mit seinem Indicator bei rotiren- 
den DampCmaschinen häufig eine Verminderung des Drackes im 
CyhndßT gegen den im Kessel bemerkt; bezeichnet man diesen 
kleineren Dnlek im Cylinder mit P', so ist offenbar a (P — p) nl der 
wahre theoretische Effect, für welchen die ältere Theorie nur dar* 
um 1^ (P— p) nl setztt weil sie den Werlh von P^ nicht auf wissen- 
schaftlichem Wege bestimmt hatte, Pambour, dessen Arbeiten zu« 
erst über diesen Gegenstand Licht verbreitet haben, beweist, dass 
der Dnick auf den Kolben nicht durch die^annung bedingt wird, 
m^ier welcher die Dämpfe sich im Kessel entwickeln, sondern le- 
dl^lidi dnrcfa den ans der BeH»tung der Maschine und den Hin- 
dernissen der Bewegung entspringenden Widerstand. Indem im 
Kessel, bei. gleichbleibender Wirkung des Feuers, in jeder Secunde 
immer dieselbe Wassermenge in Dampf yerwandelt wird, muss 
offenbar, so lange ^e Sicherheits- Ventile geschlossen bleiben und 
kein Dampf verloren geht, eine der erzengten gleiche Dampfii^enge 
in jeder Secunde durch das Leitrohr nach dem Cylinder ge(ühi:t 
und verbraucht werden. Hieraus folglfc, dass die Spannung, welche 
die Dämpfe im Kessel annehmen, hätqpt^ächlich von der Weite des 
licitrobres oder von der Oeffiiung des Regulators bedingt wird. 
Wird nämlich durch den Regulator der Qqersohnitt des Leilrohra 
verengt, so muss dennoch, wenn nach augenblicklicher Unterbre- 
chung der neue Beharrungstand eintritt, immer dasselbe Gewicht 
von Dampf in der Secunde durch den verengten Querschnitt ge- 
presst werden } die Dämpfe im Kessel müssen daher sich höher 
spannen und mithin auch verdichten. Geht jedo<^ di^^^^i^^e 
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der SpannnTig so weit, dass die Sicherheits-Teniile sich öffnen^ so 
entweidit dorch diese ein Theii des Dampfes, und die Henge des 
in den Cylinder gelangenden Dampfes ist alsdann kleiner als die 
des* erzeugten. In der früheren Theorie hat man dem Regulator 
einen wesentlichen Einiluss auf die Spannung im* Cylinder zuge- 
schrieben, ohne jedoch denselben bei Aufstellung der Formeln in 
Rechnung zu bringen. Allein der in den Cylinder gelangende Dampf 
nimmt nothwendig, wenn die Maschine in gleichförmigem Gange 
ist, wie hier immer vorausgesetzt wird, eine Spannung an, die 
niemals grösser als diejenige im Kessel, sonst aber von dieser 
und vom Regulator ganz unabhängig ist, und nur durch den auf 
den Kolben wirkenden Widerstand bedingt wird, welchem sie 
Gleichgewicht halten muss. Der Dampf erlangt daher im Cylinder 
ein desto grösseres Volumen, je kleiner der Widerstand ist. Von 
dem Volumen , welches der in jeder Secunde aus dem Kessel In 
den Cylinder strömende Dampf in diesem annimmt, hängt die Ge- 
schwindigkeit des Kolbens ab; denn der Inhalt des C^ifinders mul- 
tiplicirt durch die Anzahl der in jeder Secunde vollf&hrteh Kol- 
benhübe muss jenem Dampfvolamen gleich sein. Aus diesfen Be- 
trachtungen ergiebt sich sofort die Relation zwischen der Gtesehwin- 
digkeit der Madschine und ihrer Belastung, welche in den v6r der 
Pambourschien Theorie erschienenen Schriften nicht gefund^ü wird. 
Diese ist in folgenden Schriften enthalten: A practical treatiise 6n 
locomotive englnes upon raihvajs, by the Chev* de Pambour, 
London 1836. Deutsch von Grelle im Joumai für Baukunst, 
Band 10. Theorie de la ma<^lune k vapeur, par le Chev; de Pam- 
bour, Paris 1839. 

Um die Theorie in ihrer Allgemeinheit z« entwickeln^ muss 
auf die. Wirkung der Absperrung des Dääipfes im Cylinder Rück- 
sicht genommen werden. Man pflegt Maschinen, \torin diese benutz 
ist, Expansions- Maschinen zu nennen, welche Benenniing jedoch 
nicht passend ist, da sie die Expansion bei anderen Maschine slns- 
schliesst und die Annahme gleicher Spannung fm Kessel und im 
Cylinider begünstigt, aus wdcher sie wahrscheinlich hervorgegan- 
gen ist. Mit Beibehaltung der schon oben eingeführten Buchstaben 
sei P' die Spannung im Cylinder vor der Absperrung, also bei un- 
unterbrochenem Dampfzufluss; diese betrachtet P. als constant, oder 
begnügt sich vielmehr, ihren mittlen Werth in Rechnung zu brin- 
gen; es sei 1^ der vor der Absperrung dui^cIjIaji^(^Q<^J|^^des Kol- 
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benlanles; « die Spannung nach erfolgter Absperrang, ind^n der 
Kolben den Weg >> (welcher mithin grösser als 1') im Cylindier 

darcblanfen hat; so ist P'al' +y**ad>. die bewegende Arbeit des 

Dampfes während eines Kolbenlaufes. Nennt man noch R den Wi- 
derstand auf den Kolben für die Flächeneinheit, so ist Ral die 
widerstehende Arbeit, welche der bewegenden nach Ablauf jedes 
Kolbenhubes gleich sein muss, wenn die Bewegung im Bel^irrung- 
Stande ist; folglich erhält man 

P'l' +/*d>» » RI. 1. 

Um die angezeigte Integration zu vollziehen, muss « durch >« 
ausgedruckt werden. Nimmt man an, dass der Dampf, indem er 
sich ausdehnt, seine Temperatur behält, und mithin die Spannung 
der Ausdehnung umgekehrt proportional bleibt^ so muss er von 
aussen die nöthige Wärme aufnehmen, wozu sein rascher Gang 
durch den Cylinder nicht Zeit genug gewähren durfte. Pambour, 
welcher sich in seiner ersten Schrift mit dieser Annahme begniigt 
hatte, entscheidet sich in der Theorie de la machine k rapeur da- 
gegen, indem er aufstellt, dass der Dampf bei seinen Ausdehnun- 
gen in der Maschine sich Jederzeit mit Rücksicht auf seine Tem- 
peratur im Zustande der grössten Dichtigk^t befinde. Hiernach 
nimmt derselbe keine Wärme von aussen an, sondern die Summe 
seiner freien und gebundenen Wärme bleibt immer dieselbe« Dies 
wurde durch zahlreiche Versuche bestätigt, in welchen die 8pai>* 
nung und Temperatur im Kessel mit der Spannung und Tempera- 
tur des in die Luft ausströmenden Dampfes verglidien wurde« 
Blieb die Temperatur des Dampfes auf dem Wege durch die Ma- 
schine unverändert, so musste die Temperatur des ausstrdmendeii 
Dampfes der Temperatur im Kessel gleich kommen; dies war aber 
nicht der FaD, sondern die Temperatur heidi Ausströmen entsprach 
jedesmal der dabei vörhandenea Spannung, nach dem für den Zu* 
Atand grdsster Diobtigkeit geltenden Cese&e« Da dieses Ciesets 
nicht einfach ist, so bedient sich Pambour eioler angenäherten 
Formel, nämlich 

- = n + qp 2. 

in welcher - die I)ichte des Dampfes, die des Wassers «=1 ge- 
setzt ^ also /ju das relative Volumen des Dampfes gegen Wasser, 
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und p die Spannung yorstellt; n und q sind constante GoefBcien- 
tmi. Pamboar setzt: 

1 « 0'^g^+Jg«P für niederen Druck b» zu 2 Atm. ' 

/i. lOUUÜ 

p ist der Druck in Pfunden auf den Quadraifuss, nach englischem 
Maasse und Gewicht. 

Um diese Formeln anzuwei^den, ist noch zu bemerken, dass 
sich an jedem Ende des Cylinders ein Raum befindet, in Ivelchen 
der Kolben nicht eindringt, um nicht auf den Boden des Cylinders 
zu stossen, und welcher sich bei jedem Kolbenhube abwechselnd 
mit Dampf füllt. Es sei c die Länge dieses Raumes, so ist a (P + c) 
das Volumen des im Cylinder enthaltenen Dampfes^ im Augenblick 
der Absperrung, wobei die Spannung P'; femer a(>' + c) das Vo- 
lumen desselben Dampfes für die Spannung «, nach der Absperrung. 
Da beide Volumina aus derselben Wassermenge gebildet sind, so ver^ 
halten sie sich wie die relativen Volumina, d. h. wie die zu P^ und * 
gehörigen Werthe von ^t; daher nach obiger das Gesetz der fort- 
dauernden gr6ssten Dichtigkeit angenähert ausdrückenden f^ormel: 

(l' + c) (n + qP')« (>' + c) (n+q*) 
oder wenn zur Abkürzung n«s qy gesetzt wird, (l' + c) (y + P') =a 
(^ + c) (y + «)j mithin 

K^ >, + c \ ^ ^ 

Vollzieht man hiernach die Integration nach >> in 1., und führt 
führt folgende Abkürzung ein : 

-_LL. 4. joß ^-^ s= k 4 

l' + c ^ ^®S i' + c "- *^ ^• 

«o kommt : 

k (y + PO (1' + c) — yV « Rl. 5. 

Diese Formel^bestimmt den Druck P' auf den Kolben ,~ vor der 

Absperrung, wenn der Widerstand R auf die ElächeAeinheit des 

Kolbens gegeben ist. Für Maschinen ohne Absperrung wird 1^ «> 1, 

mithin k « pi-» »»^ ^a^^r P' «. R. 
1 + c' 

Das relative Volumen des Dampfes für die Spannung P' ist 
fa, as p^ CB -- — — p~ 5 werden mithin im Kessel in jeder 

Secunde er CubikzpU Wasser in Dampf verwandelt, so ist ^p/i 
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ihr'Volamen unter disr Spanmibg P^ Dieses Volomen fallt, wenn 
n die Anzahl der Kolbenhübe in der Secande kt, in dieser Zeit 

nmal den Raum a (1' + 0)5 folglich ist a (1' + c) n » —--5 

^ (y + *^ ) 
Nennt man v die (durchschnittliche) Geschwindigkeit des KoAens, 
so ist y SS nl: mithin 

V« <rl ß 

aq(l'+.Q) (y+PO *"• 

Verbindet man die Gleichungea 5. und 6. um P^ wegzuschaflEen, 
so erhält; man die Relation zwischen Belastung und Geschwindig- 
keit, nämlioh' 

aq (y + R) v « kcr 7. 

oder aq (y + R) v « (jt^ + log i±^) <r. 

Für. Maschinen ohne Absperrung wird: aq (1 + c) (:y + R) y.bs <rl. 

Der Widerstand R besteht hauptsächlich ans 3 Theilen; näm- 
lich ans dem Widerstände r, den die Last ihrer eigenen Bewegung 
entgegensetzt; zweitens aus dem tViderstande der Haschtue, wel« 
eher zusammengesetzt ist aus der Reibung f der unbelasteten Ma* 
schine und aus der Zunahme dieser Reibung, welche von, der Be- 
iast nng herkommt, und von Pambour gleich 6t gesetzt wird, sq 
dass 6 die Zunahme der Reibung der Maschine ist, welche eintritt, 
wenn die Reibtfng r d^r Last «um eine Einheit zunimmt; drittens 
aus dem Gegendruck p der Luft oder des im Condensator iibrig 
bleibenden Gemenges von Luft unfl Dampf. Demnach ist 
R « r + «r + f -h p. 8- 

Der nutzbare Theil der bewegenden Arbeit oder der Nutz- 
effect ist E aae avr, also 

V ^ <yk— aq(y + f + p)v a f , (y + f + P)l 1 n 

^ q (i + «) ^ q(i + ö) r~(y-|-P'){l' + c)r ^' 

Hiemach wird E am grössten, wenn v am kleinsten oder P^ am 
grossten wird. Nennt man P die grösste Spannung, welche die 
Ventile im Kessel zulassen, ohne sich zu pffnen, so ist die kleinste 
Geschwindigkeit, nach 6., 

aq (1' + c)(y + ?)* '^^' 

Der hiermit verbundene grösste Nutzeffect ergiebt sich aus 9. 
E>_ <^ fj, (y + f + p)n A4 

^ *q(i+^) r (i'+c)cy+p)r "• 

Da das Verhältniss der Absperrung, nämlich p willkfirlich ist^ so 
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kaim mAn dardi die WdU von V dea Werdi Yon £' ni ei&eoi 
Haximam steigern. Man findet» mit Rücksicht auf 4., 
1/ ^ ty + f + p)l «^ hl . 12. 

iSr die vortheilbafteste Art -dec Absperrong, durch wdiehe der 
Wcrth von E' erhöhet 'wird auf 

Der Nntzeffect einer Maschine von gegebener Gonstnictiön, Ri 
welche also 1, 1', c^ f? p simmliich gegeben sind, hSngt nach 8. 
von der Menge o" des in jeder Secunde verdampften Wassers und 
▼on dem Dmeke P^ auf den Kolben^ ab, nnd wSehstwenn beide, 
80 weit es angeht, gesteigert werden. . . 

Die Gleichung 12. druckt Pämbour mit Rficksicht auf 2« so 
aus: Für das Tortheilbafteste Yerhäliniss der Absperrung ist 1^:1 
wie das Volumen des Dampfes von der Spannung P zu dem Vo- 
lumen für die Spannung f + P«. Jedoch ist auch dieses Verhält- 
niss nur angenähert richtig. Rechnet man genau, ohne die ange- 
nliberte Formel 2. zu Grunde zu legen, so findet 8ic& Folgendes: 
]E!s'sßi.P der Druck des Dampfes im Cylinder, vor der Absperrung» 
^ das dazu gehörigie relative Volumen, und allgemein^ anstatt 2. 

Pas F(^l), wo F eine Function anzeigt; so ist *Ba8Fra..s7-i^^ 

Femer hat man die Gleichungen: Rl =w PI' + /stdx». v » > ^^. ^, 

R s=r -f p-l- 1 E =3 avr «= p^ . Hieraus folgt: 

5F-(TT^H,woH-(l' + c)lJ-lr.. 

Um H zu finden, i^t ^ i^u entwickeln aus 

rl«Pl'+/*d>,-(p+f)l, wo* = f(^.^),P«F(a-). 

i . 

Hieraus folgt zuerst: 1 jü «=> ffjpd>'. Es sei /t^p-^^s« n^ so ist 

daher ijf - -^».F's.pi^L oder ^l^ ^ ^ jnF'nda. 

IMes giebt, da allgemdn ** 
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tficr ist FC^)ssP die Spannang vor der Absperrung, Ff/i^^p^JcM 
P^ die SpaBnong am Bnde des Kolbenlaufes; fufavl man ferne 
wieder F(u) = «, u «= /u. prT~ ®*"> «o folgt: 

und hieraus H *« (£ +p)l -^ Fe -- (1 -f- c)P,. 

d£ 
Für das Maximum von E ist ^ « 0, abo H«a 0; daher ist 

allgemein V za finden ans der Gleichung: 

(1 + c) F (m pi^) * (f + p) l -«- cF (/«). 

Nach der obigen angenäherten Formel ist F (m) ;;^ — -^ q;^ vvor* 
aus sich wieder die Gleichung 12. ergiebt. 

Die in dem Werthe Ton R (Gl, 6.) vorkommenden Constaiiy 
ten müssen in jedem FjiUe durch Beobachtung bestimmt werden, 
wo^nPambour Auweisnng giebt Ak numerisches Beispiel führe 
ich folgende Formel für eine Hochdruckmaschine obne Abqi^rrimg 

an; für solche ist 1' «s 1, also k « .— ; — nach 4« !)er freie Raum 

1 + c . 

1 21 

c ist «B ^ I; daher k ^ rr. Da keine Condensation Statt (iiidety 

so ist p der Draek der Luft, also p aat 14,71 x 144 & engl, auf der 
Quadratfass; ferner ist n » 0,0001422 tBaqy, qx^ 0,00000023, wie 
^on oben angegeben. Die Relation 7. swischen Belastung und 
Geschwindigkeit wird hiemäch folgende: 

10000. o* 
6,6075 + 0,002415 (r + «t + f) ' 
V ist die Geschwindigkeit des Kolbens in engl. Füssen für die.Hi« 
note; a die Kolbenfl&che; f die Anzahl der in der Hinute ver- 
dampften Cttbikfufis Wasser, r ist der Druck der Last auf die Fiä» 
ebeneinbeit des Kolbens. Der.Coeffident 6 ist etwa ae f, und f «■ ' 
144 II auf den Quadratfuss; doch müssen diese Grüssen in jedem 
Falle besonders ausgemittelt werden^ indem man die Maschine nn- 
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ter yerschiedenen Belastungen beobachtet Bezeichnet P die groMte 
soläsMge Dampfspannung im Kessel, so ist R höchstens » P; also 

ißt r = "^ ""f - der Grenzwerth, bis zu, welchem der Wi- 
± + ö 

derstand der Belastupg gesteigert werden darf. 

Die vorstehende Theorie ist überhaupt auf Maschinen doppel- 
ter Wirkung, sowohl stehende als fortgehende, anwendbar; ge- 
nauere Angaben fiber die Ermittelung der bei jeder Art vorkom" 
menden Widerstände, muss man in den genannten Schriften, na- 
mentlich was die Reibung auf Eisenbahnen und in Dampfwagen 
betr^, im 3ten und 4ten Capitel des Pambo urschen Werkes 
über Dampfwagen nachsehen. Die Reibung der Bahnwagen schlägt 
Pambour durchschnittltciiauf-^l^? an, die der Unbelasteten Dampf- 
wagen auf '.xii^ ihres Gewichtes. 

Bei den Maschinen einfacher Wirkung drückt der Dampf nur 
von der oberen Seite auf den Kolben ;. um die Last und ein an- 
gehängtes Gegengewicht zu haben; der Rückgang des Kolbens ge- 
schieht unbelastet durch die Wirkung dieses Gewichtes, und ist 
blos bestimmt die Maschine zu einem neuen Hube in Stand zu 
setzeü. Dieser wird bewirkt, indem die Verbindung zwischen dem 
Kessel und dem oberen Theile des Cylinders einerseits und zwi- 
schen dem Condensator und dem unteren Theile des Cylinders 
andererseits sidi öffnet, mithin der Dampf aus dem Kessel von 
oben auf den Kolben drückt, während der unter dem Kolben vom 
yorigen Hube übrig gebliebene Dampf niedergeschlagen wird. Nach- 
dem der sinkende Kolben einen Theil seines Laufes vollbracht, 
wird der Cylinder gegen den Kessel abgesperrt, der Kolben aber 
von dem dngeschlossenen Dampfe weiter getrieben. Wenn er dem 
Ende seines Laufes nahe ist, so öffnet ein Ventil, genannt Gleich« 
gewichts- Ventil, dem oberen Dampfe Zutritt in den Raum unter 
dem Kolben des Cylinders, und der Kolben, von beiden Seiten 
gleichmässig mit Dampf umgeben, also von keiner Kraft mehr ge- 
trieben, wird von den Widerständen bald zum Stehen gebradit, 
hierauf aber, der Last entledigt, durch das beim Niedergange ge- 
hobene Gegengewicht, z. B. durch das Gewicht der Pumpenstan- 
gen, wieder gehoben. Kurz vor dem Ende des steigenden Laufes 
schliesst sich das Gleichgewichts-Ventil; der Dampf, bisher über 
und unter dem Kolben gleichmässig verbreitet, dehnt sich nun an* 
ter dem Kolben aus, während der pber diesem befindliche znsam- 
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mengedrückt und unter diesen Umständen der Kolbenlauf allmalig ; 
gehemmt wird. 

Bei sinkendem Kolbenlaufe muss die Absperrung, bei steigen- 
dem der Augenblick, des Schlusses des Gleichgewicht* Ventiles nach 
Haassgabe der Last so geregelt werden, dass der Kolben am Ende 
des Laufes jedesmal mit unmerklicher Geschwindigkeit anlangt^ 
um keinen Stoss auszuüben. Dies geschieht bei dem Gebrauche 
dieser Maschinen dureh Versuche; die von P. hierüber gegebene 
theoretische Berechnung ist folgende:' 

Fiir den Niedergaug des Kolbens findet die oben entwickelte 
Gleichung 5. Statt, in, welcher alle Buchstaben ihre frühere Be- 
deutung haben. Der Druck P' auf den Kolben, vor der Absper- 
rung, ist aber bei diesen Maschinen, welche, ruckweise wirkend, 
jedesmal wenn der Kolben seinen höchsten Staud erreicht hat, 
völlig in Ruhe sind, der Spannung im. Kessel gleich, also P^ssP; 
daher ist 

k(y+'P) (l' + c) - yl== Rl' a. . 

die erste Gleichung, wodurch die Gleichheit der bewegenden und 
der widerstehenden Arbeit für den Niedev|ping des 'Kolbens, aus- 
gedruckt wird. Der Werth von R ist 

R « p + ör + p + f + n 
n ist das Gegengewicht und p die Spannung im Condensator, V 
die Reibung der unbelasteten Maschine, r der Widerstand der Last,- 
6 die Zunahme der Reibung den Maschine für jede Einheit von r; 
alle diese Kräfte auf die Kolbenfläche und auf die Flächeneinheit 
zurückgeführt, wie bisher« 

Bei steigendem Kolbenhub ist wieder die bewegende Arbeit 
der widerstehenden gleich« Jene ist xialj diese besteht erstens 
aas der Reibung der unbelasteten Maschine, die mit P* bezeichnet 
werde, indem sie wegen einiger Verschiedenheit der Umstände der 
vongen f^ nicht gleich ist^ zweitens aus dem Widerstände des 
Dampfes, nachdem das Gleichgewichts «Ventil geschlossen ist Es 
sei F^ der im Augenblicke dieses Schlusses durchlaufene Theil des 
Kolbenhubes. Der in diesem Augenblicke den ganzen Cjlinder 
gleichmässig füllende Dampf hat die Spannung 

* = (7 + P)rTTe-?'; :.y 
da er sieh von 'dem anfänglichen Volume a^l*' + c)'bis zu dem 
Volumen des Cylinders %(I + 2» ^ausgedehnt luit^ -Hat -der Kol- 
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beo, vreitev gebend^ den Theii ?b srides Laroles lurfidigelegt, nad 
bezeichnet maü die Spannung unter ihm durch «', &ber ihm durch 

«", so i«l: 

1" 4- c 1 — * 1" -1- c 

,'^ (^ + *) jrf^e - "' *" - <*- + *> hrii- " 

und der Widerstand dea Dampfes auf den Kolben ist a («" -^ «')• 
Die gesanunte widerstehende Arbeit ist hiernach 

r'al + a/(«'' — «')dX -" nal. 
I". 

Vollzieht van die Integration, und setzt: 

1-1^^ + c !l±c. 1 + c 

c 1 **«1M^ 

Die dritte Gleichung giebt die Geschwindigkeit der Maschine. Es 
sei -^ die Ant^bl der in der Zeiteinheit vollführten Doppelhübe, 
bei deren jedem das Volumen a (1'' + c) voll Dampf von der 
Spannung « aus dem Gylindef in den Condensator übergeht, näm- 
lidi das Volumen des nach geschlossenem Gleichgewichts- Ventile 
unter- dem Kolben lifllbdlichen Dampfes; es sei tf das Volumen 

des in der Zeiteinheit verdampften Wassers- mithin — ^ r das 

. ^ q(y + *) 

des daraus gebildeten Dampfes von der, Spannung a^, so ergiebt 
sich aus der Gleichheit zwischen dem entwickelten und dem ver« 

brattchten DämpEfs v.^{V^ + c) bm — r-^ — ., oder ffir at smcb 

" q(y + «) 

Wertb ^etst: 

<r 1 +2c 

''"*aq(y + P)'Ci' + c) (l" + c)- ^- : 

Bei gegebener Belastung dienen die Gleichungen a« und b. um 
zuerst 1^ und r^ so zu bestimmen, dass der Kolben jedesmal mit 
der Geschwindigkeit Null am Ende des Hubes anlangt, und mitr 
hin jeder Stoss vermieden werde. Die zu dieser Belastung ^hö- 
rige Anzahl der Kolbenhübe findet sich sodann aus c. Um die Re- 
lation zwischen r und v unmittelbar zu erhalten | müsste man T 
und V' aus diesen 3 Gleichungen eliminiren,. was nicht algebraiseh 
ausführbar ist. Weitere Betrachtungen übe;r den Nntsceifect und des- 
sen grössten Werth muss man in der angeführten Schrift nachsehen. 
Eine Darstellung der Pambo urschen Theorie und Anwen- 
doiig auf ve^scUedfelie Haschinen findet man in folgender Schrift: 
S^mwitui^M^R Zü^him^ und 
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Dampftnaschinen, oebat Beschreibung derselben, und Beredinung 
der Dampfmaschinen nach der Pambourschen Theorie. AufVer-. 
anlassung der Königl. techn. Deputation für Gewerbe bearbeitet 
von W. Nottebohm. Berlin bei Pet8ch-lS41. 

Eine Abhandlung von A«.L. Grelle, über die Ausfulfrbarkeit 
von Eisenbahnen in bergigen Gegenden, im Journal ffir Baukunst, 
Band 13, ^ützt sich ebenfalls auf diese Theorie. Man hat bisher, 
wenn steile Strecken auf Eisenbahnen nicht yermieden werden 
konnten, bei ihrer Ersteigung entweder stehende Maschinen ange- 
bracHt oder die Last vermindert Es giebt aber n^ch ein drittes 
mittel, bestehend in einem an der Maschine anzubringenden sehr 
einfachen Räderwerk oder Vorgelege, durch welches bei Erklim- 
xnnng des Abhanges die Geschwindigkeit vermindert, dagegen die 
Zugkraft, bei voller Dampfspannung im €y linder, so weit gestei- 
gert werden könnte, als das Eingreifen der Räder in die Schienen 
erlaubt Maschiticfn didef Einrichtung wterdeo mit der vollen Last, 
die sie auf wagerediter Bahn mit grosser Geschwindigkeit fortzi^ 
hen, dne steigende Bahnstrecke langsam erklimmen. NShere An- 
gaben sind in der Abhandlung nachzusehen. 

. November 1841. 
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Allgemeine Gesetze der Wellenbewegung. 
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zu Cfbristlania. 



JDie allgemeineD Geseise der apendlicli kleinen Bewegdogen ^ne« 
oder zwßier Systeme von Molekülen sind in den letzten zwei Jah- 
nen dnrdi die Bemahungen der französischen Gelehrten P. H. fiUan- 
chet ond besonders A. L. Canchy zu einer Yollkommenheit ge- 
langt, die es möglich macht, diese wichtige nnd erste Hanptabthei- 
long der mathematischen Theorie der unendlich kleineui Schwin- 
gungen ab ein abgeschlossenes Ganzes zu behandeln. Die Abhand- 
lungen dieser beiden Gelehrten sind ausserdem in Zeitschriften 
dermaassen zerstreut, dass ein geordneter und vollstSndiger Auszag 
derselben den Physico- Mathematikern unentbehrlich wird. Der 
Ver&sser dieros Auszugs bat es sich angelegen sein lassen, die ' 
Schwierigkeiten, so weit der ^ Raum, welcher diesem Theil der 
Physik hier gewidmet werden kann, es gestattet^ zu beseitigen, so 
dass er selbst denen, die hiermit das Studium der mathemathischen 
Theorie des Lichts anfangen wollen, yerständlich werden kann. — 
In den Noten findet man überall die benutzten Abhandlungen 
cilirt, so wie auch zur Erläuterung der schwierigeren Stellen auf 
die Werke Cauchy^s und Anderer verwiesen ist — 

§. 1. Gleichungen des Gleichgewichts und der Bewe- 
gung eines Systems von Molekülen*). 

Betrachten wir ein System von Molekülen, die durch gegen« 
seitige Anziehuogs- und Abstossungskrfifte in Gleichgewicht oder 



*) Cauchy Ex. d'Aa et de Ph.Halh. Tomel. p.i— 3. 
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Bewegung erhalten werden. Es seien im ersten Moment und im 

Zustande des Gleicbgewichts: 

or, ^9 « die Coordinaten der Moleküle m, 

x + x, y+y^ z + z die Coordinaten einer andern Moleküle m,. 

r der Radius vector, welcher von der Holeköle m zur Moleküle m 

fuhrt, so hat man: 

und die Cosinus der Winkel, welche der Radius yector r mit den 
positiven Halbaxen der Coordinaten bildet, wecden dann: 

X y z 

7' P 7' 

Nehmen wir femer an, dass die gegenseitige Anziehung und Ab- 
stossnng zweier Molekülen tn und m proportional mit den Mas- 
sen m und m und mit eine Function des Abstandes r sei, und 
folglich ohne R&cksicht auf die Zeichen durch 

mmf(r) 
ausgedrückt werden kann, indem f(r) eine positive Grösse bezeich- 
net, wenn die Molekülen einander anziehen, eine negative, wenn 
sie einander abstossen. 
Es sei jetzt 

(I) 

das Potenzial der Kraft f (r), so werden die Projectionen der Kraft 
mmf (r) auf die Coordinataxen ausgedrückt durch: 

inmzf(r)9 mmyfCO, mmzf(r) 
und die Gleichungen des Gleichgewichts der Molekülen werden 
«Dgenscbeinlicfa: 

(2) 

0=:S[mxf(r)l, 

0«SImyf(r)l, 

a S[mzf(r)], 
wo das Zeichen S eine Summe ähnlicher Glieder bezeichnet, die 
sich auf die verschiedenen Molekülen m beziehen. — 

Nehmen wir Jetzt an, dass die Molekülen in Bewegung ge- 
setst werden. Es seien nach Verlauf einer Zeit t.;. 4, >^9 4> dieVer- 
sdiiebungen der Moleküle m längs der drei Coordinataxen, und 
4 + A4, v + Ai', 4 + ^4 die, welche sich auf die Moleküle m be- 
ziehen, 80 werden am Ende der Zeit t: .......... 
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» + «» f + v, Ä + 4 
die Coordinaten der Moleküle m, und 

» + X + 4 + A4, f + y + v + Ax^, » + I + 4 + A« 
die der Hriekfile m sein. 

Es sd in demselbep Zeitpunkt: 

» + « 

der Abstand der Molekülen m nnd m. Die Projectionen des Ab- 

Standes r + q anf die drei Coordlnatazen werden gleich sein der 

Difierens swisohen den C^olrdinaten der Molekülen m nnd m, 

also gleich: 

x + Ai, y + A^, » + A4, 
nnd man wird folglich haben: 

(r + «)• - (X + A4)« + (y + Avy + (« + A4)». 
Dies vorausgesetzt, um aus den Gleichungen (2) des Gleich- 
gewichts die der Bewegung herzuleiten, ist es augenscheinlich nur 
nothig, in jenen Formeln links vom Gleichheitszeichen statt Null 

die Differentialen 

d»4, d«a,, d,'4 

^n snbstituiren, dann im zweiten Gliede statt des Abstandes r nnd 
seiner Projectionen x, y, z, den Abstand r + Q und seine Pro- 
jectionen z + A4i y + A^^» z + A4 hineinznsetzen. Auf diese Weise 
erhält man die folgenden Gleichungen der Bewegung eines Systems 
von Molekülen: 

(3) 

d?4«S[m(x + A4)f(r + f>)], 
d»i,s«S[m(y + Aai)ftr + ö], 
dJ4 = S[m(z + A4)f(r + §)J 

§.2* Gleichungen des Gleichgewichtes und der Bewe- 
gung zweier Systeme von Molekülen, die sich gegen- 
seitig durchdringen*). 

Betrachten wir jetzt zwei Systeme von Molekülen, die in dem* 
selben Thdle des Baumea coexistiren. 

Es seien im ersten Moment und im Zustande des GleicbgewichtB: 
4r, 2^, at die Coordinaten einer Moleküle m des ersten Systems oder 

einer Moleküle m^ des zweiten Systems, 
x + x^ y + j, » + % äie Coordinaten einer Moleküle m des ersten 
Systems oder aner Moleküle m' des iweiten SysteÖM, 



*) Caacby Ex. d Ao et de Ph. Hatk Tomel. psg. 33-37. 

Digitized by VorOO^ l(^ 



der WelleDbewegung. 91 

und r der Radius vector, welcher tod nt oder m^ sar Moleküle m 
oder m* gezogen i$t, so wird: ' 

r» =x"+y«+2», 
und die Cosinas der Winkel) welche dieser Radias vector r mit 
den Halbaxen der positiven Coordinaten bildet, werden dann gleidi: 

£ y t 
r ' 7' 7 

sein. Nehmen wir femer an, dass die gegenseitige anziehende oder 
abstossende Kraft der zwei Massen m nnd m oder mf und taf, pro- 
portional sei mit diesen Massen nnd mit ein«[* Function des Abstan- 
des, nnd folglich ansgedrüdct werden kann durch 

mmf(r) 
f&r die Molekülen |rt nnd m des ersten Systems, dareh 

mm'f,(r) 
fllr die MolekUen m nnd m', unter denen die eine ftum ersten, 
die andere tnm zwriten Systeme gehört, nnd durdi 

für die Molekülen m' und m' des zweiten Systems. Die Functio- 
nen f(r), t(r), f^^(r) werden dann als positive Grössen angese» 
hen, 'Wenn die Molekülen einander anziehen, als negative, wenn 
sie einander abstossen. Bildet man jetzt die Potenzialen dieser 
Kräfte, oder macht man: 

(4) 

so werden die Projectionen dieser drei Kräfte auf die Coordinate»- 
axen gleich sein, was die Kraft mmf(r) betrifil: 
ninizf(r), inmy!(r), iniDzf(r), 
was die Kraft mm'f,(r) betrifit: 

]nm'xf,(r), nim.''jf,(r), mm'zfXr), 
und was die Kraft m'm'f,;(r) b^triffl: 

itt'm'xf^(r), m'm'yt,(r), m'm'2f,,(r). 
Die Gleichungen des Gleichgewichts der Moleküle nt werden danitseiti: 

(5) 

0=Stmxr(.)l + S[m'xr.(r)], 

0-S[myf(r)3 + S[m'xf,(r)], 

0mi8 [msf (r)] + 8 [m«sr,(r)], 
wo das Zeichen S eiae Summe ShnliclMr Glieder beceichoet, die 
sich auf die Tenchiedenen MoldcUcoi m des $i;#j|y^(8j(emf(^o>><l 
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auf die verschiedenea Molekülen m' des zweiten Syatema beziehen. 
Ebenso werden die Gleichnngen des Gleichgewichts der Moleküle oi' : 

(6) 

= 8 [m'xf„(r)l + S [mxf,(r)], 

= S[m'yf,,(r)]:hS[inyfXr)]. 

0«S[in'zf,,(r)] + S[mxf,(r)]. 

wo das Zeichen S eine Samme ShnUcher Glieder bezeichnet, die 
sich aaf di6 verschiedenen Molek&len m^ des zweiten und m des 
ersten Systems beziehen. 

Nehmen wir jetzt an, dass die yerschiedenen Molekülen m, 
m,^in^ m'.... sich zn bewegen anfangen. Es seien alsdann am 
Ende des Zeitraums t... 4, v, <^ die Verschiebangen der Moleküle m 
und 4^ 'u', ^* die Verschiebungen der Moleküle m^ parallel den drei 
Coordinataxen. Es seien ferner 4+A4> v + i^v, 4+ A4 und 4'+ A4', 
'u'+'A'u', <^4-A4' die entsprechenden Verschiebungen der Molekü- 
len m und m^ Die Coordinaten der Moleküle m werden dann 
am Ende des Zeitraums t sein: 

* + 4^ y + v, * + 4, 
die der Moleküle m^: 

* + 4', y + ^', * + «', 
die der Moleküle m: 

* + 3i + 4 + A4, y + y + 'u + Av, * + z + 4 + A4, 
und die der Moleküle m': 

x + x + 4' + A4', y + y + '"' + A'u', » + z + 4' + A?. 
Es sei auch nach Verlauf desselben Zeitraums r + Q der Abstand 
der Molekülen m, m^ r + Qf der Abstand der Molekülen m, m^^ 
r + ,^ der Abstand der Moleküle vx\ m, und r + Q,, der Abstand 
der Molekülen m^, m^ Es wird dann: 

(7) 
(r+«)» » (X+A4)« + (y+ A^)* + (z+A4)% 
(r+«.)*«(x+4'-4 + A4O* + (y+^-'"+AtiOH(«+4'-4+A40% 
(r+/§)*«(x+4~4'+A4)*+(y+t;-y+At^)« + (i+4-4'+AO%* 
(r+«^)'=- (x+ A4')*+ (y +At^') + (»+A40*. 

Um jetzt aus den Gleichungen des Gleichgewichts diejenigen 
der Bewegung herzuleiten, ist es nur ndthig, in jenen Formeln 
statt der ersten Theile die Differentialen d^M« dt't^, df 4 und df4'> 
dt'^', df4' zu substituiren und .in die zweiten Theile statt des Ab- 
Standes r und seioer Projectionen z, y, z in die ersten .Glieder 
der Gleichungen (5) r + Q und seine Pcajectionen, in die zweiten 
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Glieder derselben Gleichangen r + q, und seine Projectionen, in 
die ersten Glieder der Gleichungen r 4. q^, nnd seine Pro}ectionen, 
und endlich in die zweiten Glieder derselben Gleichungen r + ,q 
und seine Projectionen. Man erhält auf diese Weise folgende Glei« 
chungen der Bewegung zweier Systeme von Molekülen: 

(8) 
d«4 = S[m(x+AOf(r+§)] + SIm'(x+4'-4+A40f,(f+«,)], 
d»-«« S[m(y+AT.)f(r+§)] + SKCy + v'-^-u + A^Of/Cr +§,)!, 
d>4= S[in(s+AOf(r+dl'+ S[m'(i+ 4'-4+i4')f,(r+§,)l. 
d»4' = S [m'(x+A40f,,(r + «,/)] + S[m(x+4-4' + d4)f,(r+,«)l 

d>4' « S[m'(«+A40t/(r + eJl + S[m(s+4~4'+A4)f,(r+,Q)]. 

§. 3. Gleichungen der unendlich kleinen Bewegungen 
eines Systems von Molekülen*)/ 

Betraditen wir jetzt in einem gegebenen Systeme von Hole- 
k&len eine schwingende Bewegung, zufolge welcher jede Moleküle 
sieh sehr wenig von ihrer anfänglichen Stellang entfernt. Die Ver- 
schiebungen 4» "Uf i* 44) Av, A4 können alsdann als unendlich kleine 
Grössen erster Ordnung betrachtet werdep, deren höhere Potenzen 
man vernachlässigen kann. Man erhält dann: 

(9) 

«"-^ , 

(10) 
f(r + «) = f(r) + sd,f(f), 
und die Gleichnogeo (3) werden dann fibergehen in: 

(11) 
d»4 mn S[»f(r)A4] + S[md,f(r)x«], 
i'-u m. S [mf(r)A«l + S [md,f(r)y«], 
d'4 « S £mf(r)A4] + S [ind,f (r)««!. 

oder, wenn man der Kfirze wegen dorch L, M, N, P, Q, R fol- 
gende characterUtuche Functionen bezeichnet: 

(12) ^ 

L = s|m(f(r) + ^d.f(r))AJ. 
M=iStai(f(r),+ ^d,f(r))A|. 
*) Caocby Ex. d'Ao et de Pb. Uatb. Tomel. pag. 3-6. 
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N = SJm(f(t) +^d,f(r))A|, 

P-S|m^d,f(OA|, 

Q = S|m"d,f(r)AJ, 

in ü» IblgcDdeo Gkidwngen: 

(13) 
d»4 « U + Rv + Qc?, 

welche Gleichungen aach auf folgende Weise geschrieben wer- 
den können: 

(14) 
(L-d,')4 + P« + Q4 = 0, 

R4 + (M-d»)v + P4-:0, 

Q4 + Pv+(N-d»)4-0. 
Uffl diesen Gleiehuigen die Form lioeirer Gleichungen per- 
ticUer Differentiale sn geben ^ braucht man nur die endliehen Dil- 
bvenscn der HwptFariabeln i, -o, 4 in Reihen nach ihren dertvir- 
,ten Functionen versdiiedener Ordnung zu entwickelo, oder 

(15) 

A Ä e — 1 •) 

zu setzen. Die Coefficienten der derivirten Functionen der abso- 
lut Variabein werden dfinn Summen der Form: 

S[m»-,»'»»"f(r)J, S[cDX«y»'»-Hf«]. 
wo n, n\ n^^ ganze Zahlen bezeichnen. 

Nimmt man jetzt an, die Constitution des gegebenen Systems 
Ton Molekülen sei überall dieselbe, so werden diese Summen sich 
auf constante Grössen reduciren, d. h. unabhängig von den Coor- 
dinaten «, y^ % der Moleküle m sein. Die Gleichungen 14 kön- 
nen folglich als lineare Gleichungen partieller Differentiale mit 
Constanten Coefficienten abwischen den Hauptvariabeln 4, v, 4 und 
den Absolutvariabeln o?, 2^, «, t betrachtet yrerden. 

7 ^ 

*) Uan hat bei eioer Variabel in Folge des Taylor'schen Theorems: 

F(ar + x) « e F(«) = F («) + AF(«), folglich A«e — 1, ood 
ebenso |>ei mehreren Ysrisbeln. 
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§. 4. Gleichungen der anendlich kleinen Bewegungen 

zweier Systeme yon Molekülen, die sich gegenseitig 

durchdringen*). 

Betrachtet man wie im vorigen Paragraph nur die unendlich 
kleinem Bewegungen, so kann man dieHanptvariabelu 4, v, {,(',«',{', 
80 wie ihre Differenzen A4, ^t^, A4) Ai^ A^^S A^^ als unendlich kleine 
Grössen erster Ordnung ansehen, deren Quadrate und höhere Po* 
tenzen man yernachlässigen kann, pie Grössen 9, qr^ ,q» q„ wer- 
den folglich auch Grössen derselben Ordnung, und man hat dann: 

(16) 

e = i . 

^ ■ — , 

xA4' + yAt>'+«A4' 
«» ■» 5 

ferner in Folge des Taylor^scben Theorems, wenn man die hS- 
heren Potenzen von $, q,, a, q„ veraacWSssigt; 

(17) 
'f(r + e)=r(r)+,d,f(r), 
■ l(r + e,) -=f(r).+ eA<('), «te- 
Snbstituirt man diese Werthe in den Gleichangep (8) and be* 
r&cksiclitigt die Formeln 5 nnd 6, so erhält i^an: 

(18) 
d.M=S[mf(f)A4]+S[iiid/(r)xe]+S[m'f,(r)(4^4+A40j+S[m'rf,(r)xe,], 

d«i»=S[inf(t)AuH-SM/(r)yd+S[in'f,(r)(t>'— TJ+AvO]+S[ro'd,t(r)y«*l 
d'4=S[inf(r)A4J+SM/(r)z(ä]+S[m'f,(r)(4'-4+A40]+S[m'd,f/(r)x9,], 
i»4' = S[iB'f„(r)A4a + S [m'd,f„(r)xe„] + S [aif,(r) (4-4'+A4)l + 

Sriiid»f,(r)x,,], 

a»«'= S[m'f„(»)AV] + S[m'dJ„(r)ye.,l + Slmf,(r)(^-«'+A«)] + 

' S[ipd/,(r)y^l, 
il^m>Slttk't„i,)Ai'\ + S[m'd,fi,(r)te„l + S.[inf,(r)(4~4'H-Aöl + 

Stmd,f,(r)«,«l, 

oiet wenn man der Kürze wegen darch L, M..., h,, M,,... 



*) Canchy Ex. d'An et de Pb. Math. Tome I. pag.36— 43. 
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^L, ^M^... L,,^ W,,,.., folgende characteristischeD Faactiönen 
bezeichnet: 

(19) 

»OW + T-^rff^O^I - S |m'0,(r) + ~V'«)|> 
«•(f(r) + ^J,f(r))A| - S |m'(r,{r) + ^d,r,(t))|, 
«»(f(r) + 7<f (0)aJ - S jm'(f,(r) + Y^rf'«)]. 

m^d,f(r)A|-SJ«'i?d,f,(r)|, 
„Sd^f(r)4|-S|m'Sdj,(,)|, 

'»'('■'W + 7«J,f,(r))(l + A)j, 
m'^d,f,(r)(l+A)j. . 

m'"d,f,{r)(l + ;i)|. 

m'SdJ,(r)(i+A)|, 

m(f,(r)+5fd,f,(»))(l+A)j, 
m(f,(r) + ^d,f,(r))(H-A)|, 

m(f,(r)+^dJ,(r))(l + A)j. 

m^d/,(r) (1 + ^)1 , 

m"d,f,(r)(l+A)|, 

in2d,f,(0 (1+A)|, 

«n'0«(') +7d,f„(r)) a| - S |iii(f,(r) + y d,f,(r)) | , 

m'(f«(r) +^d,f„(r))AJ - S jm(r,(r) + ^d,t,(r))j, 

m'(f„(r) +^d,f„(r))A| - S lm(f,(r) + ^d,f,(r)) j. 



J|:sS 

Q-S 
RaS 
L,«.S 

H, «S 
H/».S 
P,-.S 

R, :äS 

,LsS 

»N»S 
,P=;S 

;,Q - s 

,R-S 
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P„ - S tm'2d,f„(rM| - S |m 2d,fXr)|. 

«„ - S |m'SdJ„(r)A| - S | »Hd,f,(r)| , 

R„ « S t«'2d,f„(r)A| ~ S I m 2d,f,(r) j , ' 

folgende characteristiscbe Gleidiaogcn: ' 

(20), 
dJ4 BS L4 + Rv + Q4 + L,4'+ R,«' + Q/^-, 
d»« = R4 +Mv + P4 + R,4' + H,w' + P,ft 
d»4 = Q4 + Pu + N4 + Q4' + P,v' + N,?, 
d»4' = ,L4 + ^v + ,Q4 + L„4' + R,y +Q„^, 
df i/- ^ + ^v + ,P4 + R„4' + M„t^' + V„i', 
df4'i^,Q4 + ^ + W + Q«4'+ P"»'' +N,,«', 
welche Gldchnogen ancb auf folgende Weise geschrieben wer- 
den kdnnen: 

(21) 
(L - d,»)4 + R^ + Q4 + L,4' + R,«' + 9,4- = 0, 
R4 + (H- df)w + 1*4 + R,«* + M/tj' + P,4' = 0, 
Q4 + Pt» + (N-dJ)4 + Q,4' + PX + N,4' - Oi 
,L4 + Jlw +,Q4+(L„-dJ)4' + R,y+Q,;4' •* «, 

*4+,Mw+,P4+R/,<' + OI/,-dO«+P//4' — o> 
,Q4+ ,Pv +,H4+Q„«'+P„'ü'+(N„-d,»)4' m 0. 

Entr^ekdt man jetct in diesen GMdiiingen die endliden Dif- 
ferenxen der Qanptrariabeln 4i v, 4> V^ v', 4' in Reihen, die nad 
ihren deririrten Fnndionen Tersehitdener Ordmmg entwi<(kelt sfaid, 
«der seiet man: 

(15) 

A « e w 1, 

80 werden die obenstehenden GMohofigeii die Fonn linearer par- 
tieller DifferentialgleiGhiingBn bekommen. Die Coeffieienten der' 
derivirten Functionen der Absolnt-Variabeln werden dann Gam- 
men der Form: 

(22) 
S[mjpr'»""<(')i, S(i0x»j»'«»"d,f(r)],, S[m'x»y«'#»"f,(r)l, 

S[m'x-j-'»."d,f,<r)], 

S[iB'*.,-V"f„(f)], S[«'x-j-'«^"d,f„(r)l, S(inx«r'«»"«>(»)l, 
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Nimmt man jetst an, die Consiiioiion des zweiten Systems 
von Molekülen sei überall dieselbe, so werden die vier mittleren 
Sammen, die in den CoefQcienten der drei letzten der Gleichon- 
gen 21 vorkAnmen, uAabbängig^ von den Coordinaten x, y, » der 

' 'Moleküle m^ folglich constante Grössen sein. Dies wird immer 
der Fall seio, wenn das.sweite System ein homogener Körper ist 
Sind dagegen, wie man in der Lichttheorie annimmt, die Molekülen 
des ersten Systems, welches wir Aether nennen, viel näher an em- 
ander gereiht, als in dem zweiten Systeme, so werden die zwei 
ersten und %wei letzten der Summen (22) periodisch werden und 
dieselben Werthe periodisch wiederbekommen, wenn jede der drei 
Coordinaten or, y, % in arithmetischer P^ogresdon wächst oder ab- 
nimmt, und die Exponenten dieser Progression werden immer sehr 
klein in Bezug auf die numerischen Werthe der Coordinaten x, sf,« 
sein. Nun ist aber ans der Theorie der Differentialgleichungen be- 
wiesen*), dass, wenn in einem System von linearen Differential- 

' gleichungen zwischen mehreren Hauptvariabein die Coefücienten 
dieser Variabein und ihrer differentialen Functionen andere Ya- 
riabeln «, y, A( sind, welche periodisch dieselben Werthe erhalten, 
wenn man Jede der unabhängigen Variabein in einer arithmetisehen 

. Progression wachsen oder abnehmen lässt, z.B. wenn man x nm 

, ein Hdtiplum von a, ^r um ein Mnltiplum von b, uiid is nm ein 
Hidtiplum von c variiren lässt, und diese Exponenten der Pro- 
gressionen a, b, c sehr klein in Bezug auf die numerischen Werthe 
von Xy y^ » sind, alsdann werden die diesen. Gleichungen ent- 
sprechenden Werthe der Hauptvariabein mit denen zusammenfedlen, 
welche man erhalten wird, wenn man in den gegebenen Differen- 
tialgleichungen jeden periodischen Coef&cienten R durch seinen 

mittleren Werth ^JJ ^Rd«djfd« ersetzt. — 

0« 

Statt der Coef&cienten L, H,... L,,, M^... kann man folg- 
lich ihre mittleren Werihe setzen, und alsdann die Gleichungen 21 
als lineare partielle Differentialgleichungen mit constanten Coeffi- 
deuten ansehen. — 



*) Caachy, Recneil de memoires sur divers poiots de Pbyslque-' 
Hetllteatiqiie pag. 99. 
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§. 5. Integration der DifferentUlgleiohnngen der an- 

} endlich kleinen Bewegungen eines oder sweier 

Systeme von Bfolekölen*). 

Zur Integration der partiellen Differentialgleichungeii (14dnd21) 

benutzt man folgende Sätze der Lehre derDifferenHalgleichnngen^). 

Es seien gegeben zwischen mehreren Hanptrariabeln 4» 'u^^ {•••» 

and die unabhängigen Variabein x, jf, «, t mehrerer linearen Dif* 

, ferententialgleichnngen mit partiellen Differentialen und oonstanten 

Coei&cienten, deren Anzahl gleich sei der der Hauptvariabeln^ und. 

00, dass kein Glied vorkommt, welches die Hauptvariabein oder 

ihre Differeniialen nicht enthält. Es sei ferner die Ordnikg der in 

Bezug auf t derivirten Functionen der Hauptvariabein gleich uf 

fär 4} n'^ f&r v, n'^^ ffir 4 u.s«w«, und die Coeffieienten von d^'4» 

d^"v, d^*"i,.. unabhängig von den Cfaaracteristiken d;^, d . d^. 

iSetzen wir: 

n = D' + n" + n'" + ..., 

imd nehmen 'wir an, die Hanptvariabeln 4» i^» 4 verificiren 

nicht nur für jeden Werth von t die gegebenen GleichunS^°9 fi^^* 

dem auch für tsaO die Bedingnngsgleichungen: 

(23) 

4 «aiiiCxjy,»),- äfi = •*/(»,y5Ä)j df'"-*<J SB '«^„///_i(«,y,Ä)i 



Es sei ferner V = die characterbtische Determinante der 
gegebenen Differentialgleichungen, d. i. die characteristisdie Glei- 
cbnng, welche man erhält durch die Elimination von ij '»$ i •••• 
indem man d^, ^«f ^«9 ^t *^^ Coeffieienten behandelt, und wir 
wollen annehmen, dass dieser Gleichung V as eine solche Form 
gegeben werde, dass der Coefficient des d^ die Einheit sei. 

Es sei jetzt » eine Function, welche für jeden Werth von I 
der Differentialgleichung nter Ordnung: 

(24) 
, V« « 
g^Qgt, und für tssO die Bediogungsgleichungen: 



*) Cauchj Ex. d*Ao et de Pb.Hath. TomeL p.9l--10l. 
•♦)ldemp.87. ^ , 
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(«) 

(0 OB 0, d^w HB df "•*» sa bi («, y, *), 

•o wird diese Function w die zur characteristischen Determinante 
7as0 gehdrige principale Fnnction genannt; es seien femer: 

9f 9n 9ff SP»'— 1« 

Xf Xff Xff Xa«— 1 » 

•»l'f '*/> '*// '*b'«-1» 

die Fnnctionen, in welche » übergekt, wenn man statt «> («92^9«) 
sBcoessive die AnGmgsfnnctionen: , 

g>(»>f»«)i 9r(«iirf»)» 9>»'-i(«»y>*)> 

♦(«•y* «)» */ (*tirf *)> '*m'/'-.i(»>ir» *). 

einsetzt — 

Um jetzt den gegebenen Differentialgleiclinngen genng zu tbuo, 
so dass alle die Bedingungen (23) erfttllt werden, braucht man nur 
die derivirten Functionen: 

d»4, d«4, i% 

d|V, d?v, i^\, 

dt4.df4, df'i. 



durch die Di£Eereoze&: 

df4-V(SPn'-l+^9>n'-2+---^?"V+<""V)j 

^i""— V;C) dt«u — v(X/ + dtX)5 

d44-V+; d4»4-v(*> + dtt)$ 

af'4 ^ V (+.../^i + d,*.,;,_a + . . . . df'-^ii,, + df'-V); 
' I 

zu erseta^n, dann die neuen Gleichungen in Bezug auf 4» '^i 4**' 
nubulösen, als würen die Characteristikcn d^, d^, d., d^ wirk« 
liehe Grössen. — I 



Wenden wir diesen Satz auf die Gleichungen (14) an^ bo 
wird hier die characteristische Determinante: 
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(«) 

A-:(d»-L)(a,«-M)(d?-N)-P*(af-L)-Q«(««fT-M)-R>(a?-H)- 

— 2PQRaB0. 

Nimmt man jctet an, das* f&r toO: 

(27) 

so dass folglich, die drei ersten Crossen die Anfangswertbe der Ver- 
schiebungen nnd die drei letzten die der Geschwindigkeiten be- 
zeichnen; nnd bezeichnet man durch: 

9>» %% '^f 
«, X, V, 

dieWerthe von », welche herauskommen, wenn man statt w(^,2f>^) 

snccefisive die Functionen 27 einsetzt, so wa^eo 4) v, 4 bestimmt 

werden durch die Gleichungen: 

(28) 

(L - d«)4 + Ro, + Q<» = - v(* + dt9). 

R4 + (M - d»)« + P4 - _ v(X + dtx), 

Q4 + P« + (N-dJ)5 er -v(V + dtS»), 

wemi man diese Glacbnngen in Besag auf Kt-^^t^ auflöst, ond die 

Characteristiken d^, d , d,, d^ als wirklipbe Grössen betrachtet. 

Setzt man felglich: 

(29) 

r = (dj-M)(dj-N)-P», 

J»-.(a?-L)(d?-W)-Q», 
m s (df — L) (d« — M) - R», 

P=:P(d«-L)-QR, 

« = Q(d«-M)-PR, 

JI»:R(df-N)-PQ, 

so .werden die allgemeinen Integrale der Gleichungen (14) sein: 

(30) 
4 -= £(• + d,») + ÄCX + d^jc) + «(* + di(if\ 
V B» «(• + d^y) + Jlf (X + d«x) + P («^ + dtil»), 
4 « «(© + d,») + F(X + d,x) + jy(« + d,^). - 

Integriien wir jetst £e Gleidnngen (21)> Ihre äiaractwisti- 
sche Determioant« bt: 

(31) 

V » (d? -L) (d? -M) (dJ-N) (df - W(d,'-M„) (df-N,,)-.. . . »0. 
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^ Nimmt man jetzt an, dass f&r tpO: 

(32) 



%^ (*» y. «) 5 <J' ■» *' (*» y» *)• 



4 ■■ 9^*,»,*); V 

und bezeichnet man durch: 

■ 9* ^» '^9 9'p x\ '^j^ 
®, X,XI^, «', X', XDT', 

die entsprechenden Werthe der principalen Fanction », so wird 
man die den Gleichungen (21) und (32) entsprechenden Werthe 
der fiaapt^ariabeln bekommen, wenn man die folgenden Gleichun- 
gen in Bezug auf li v/4» 4^ i^S 4' auflösl, als wären die Characte- 
ristiken d^^ d d^^ d^ wirkliche Grössen, nämlich die Gleichungen: 

(33) 
(L - d»)4 + Rv + Q4 + L,4' + n,^ + <i.i' = - V (« + J^y). 
R4 +'(« - «>?)« + P4 + R,4' + H,-o' + P^i* = - V (X + a,x), 
Q4 + P" + (N - d?)4 + Q,4' + P,^' + N,4' = - V («^ + d,^), 
^ + ,Ra, + ,Q4 + (Iv,-df)4'.+ R„«' + Q«4' - - V (»' + d.g>'), 
^ + ;«« + ,P4 + B„4' + (M„ - d»)v' + P„ 4* = - r (X' + d,«*), 
,Q4 + ,P" +,N4+ Q„4' + P„«' + (N„-d.') 4- -= - V(tl^'+d,,|;'). 
Setzt man folglich: 

(34) 

£ » - (d» nr- H) (d» - N) (d» - L„) (df - M«) (dj -«„) + .... 

J» = - (d? - L) (d» - N) (d « - L„) (df - M„) (d? - NJ + . . . . 

A e - (d,» - L) (d? -M) (d? - L„) (d? - M„) (d,' -N„) + . . . . 
£„ - - (d« - L) (df - M) (d,» - N) (d « - M„) (d » - N„) + . . . . 
JU„ » - (d» - L) (d« - H) (d» -^ N) (d« - LJ (d? _ N„) + . . . . 
N„ m, - (dj - L) (d j - H) (d,« - N) (dj - L„) (d« - M,,) + . . . . 



£, . +L,(d, 

W, « +M,(dj 
a; -.+N,(d, 
,£« +,L(d, 
+ ,II(d, 
+ .N(d, 
P- + P(d, 
Q-=+Q(d, 
R IB + K (d, 
P,-.+P,(di 



.M 



- M) (d; - N) (d» - M„) (d« - N„) - . . . . 
-L) (d» -N) (d? -L„) (d? -N„) - 

- L) (d« - B) (d? - L„) (d? - M„) - . . . . 
- M) (d» - N) (d« ^ M„) (d? _ N„) - . . . . 

- L) (d« - N) (d? - L„) (d« - N„) 

- L) (d» - M) (dJ - LJ (d? - M„) 

- L) (d? - L„) (d« - M„) (d« _ N„) - . . . . 

- M) (dl - L„) (d? - M„) (d? - N„) - . . . . 

- N) (d? - L„) (d? - »„) (il - N„) - . . . . 
-L) (d» -N) (d? -L„) (d,'-H„)-.... 
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,H=:+,R(a, 
p„»+p„(d, 

'Jl„=:+R„(d, 



~M)(a»-N)(d, 

-L)(d»-M)(di 
-L)(d»-M)(d, 
-L)(d?-N)(d, 
-L)(d»-M)(d, 
-L)(d»-M)(d, 
-L)(d»-B)(d, 



-L„)(d? -»„)-.... 
-L„Kd?-N„)-.... 
-L„)(a?-N„)-.... 
-M„)(a»-N«) ,-.... 
-M„)(d«-N„),-..., 
-N){d?-L„)-.... 
-N)(d«-M„)-.... 
-N)(d»-N„) 



wo die secbs ersten Gtfissen characterist^ebe Fnnctionea ze&ntea 
Grades and die fibrigen achten Grades in Bezug- auf d^ sind, so 
eiiiüt man: ' 

» (35) 

« « X, (® + dty) + Ä (X + d,x> + « («r + dj-^.) + 
+ /;,(«'+ dt 9.') + Ä,(X'+dtx') + «,(tf'+dt^^), . 

0, =. Ä (© +d,y) + J1!I(X +d,x) + PCIB' + a,a|.) + 
,+ Ä,(©'+d,90 + Jir,(X'+atx') + P,(«"+dt.*0, ' 

4= «(® + d,g.) + P(X+a,x) + JV(«r+d,»|») + 
+ «,(«'+ a,g>0 + P,(X' + djxO, + A',(V' + a,,|,'), 

,4'-.,£(® + at9) + ,ii(x + a.x) + ,«(* + a»^) + 
+ i„(©'+ a^y') + Ä„(x'+ a^xo + «„(^+ d.y), 

i,' = ,H(«+d,g.) +,M(X+d,x) + /PC^'+dt^) + 

+ H„(©'+ dt90 + J»f«(x'+ dtxO > P«(tfr'+ a,.*'), 

4/=,P(»+d,9) + ,P(X+a,x) +/*(<^ + d,+) + 

+ o„(9'+a,<p') + p„(x'+a,x') +ä;, (*'+*»+'). 

§. 6. Von der principalen Function «>*). 

Wie wir eben gesehen haben, hängen die allgemeinen Inte- 
gralen der Differentialgleichungen (14) und (21) allein von der 
Bestimmung einer Function u ab, die mit die principale "Function 
genannt haben. Diese Function soll für jeden Werth von t die 
Differentialgleichung: 

(24) 

verifidi'en, und für ts=0 die Gleiehnngen: 

(25) 

w SS 0, d| (0 sas 0, dj *w s: w («, y, ») 



*) Caochy Ex. d'An et de Ph. Math. Tome I. pag. 76 — 94, 195 — 
208 ü. 411. Compte renda Tome 13. pag.40— 46, 97-109, 109—124; 
Tome 14, pag. 2— S: 
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wo n die AjnaU d«r HmiplTwiabdo beseidinel, Mglicli tkt die 
Gldchnngen (14) na>3 imd f&r die GleichmigeD (21) «afi. — 

Es sei jetst f ^^ '' ^^ eine Functioii der 6 Variabeta x, y, %, 

"^y i^f ^9 welche folgender Gleichong Genüge leistet: 

(36) 

QO 

wo w (x, 2f , «) eine \villkfihrliche Function bezeichnet Beseiehnen 
wir jetzt darch > eine Function, welche für jeden Werth yon t 
der Gleichung: 

(37) 

r>=.F(d„a,, d., dt)*-o 

and lür t^O den Gleicbangen: 

(38) 

Genüge leistet, so wird folglich: 

(39) 

Diese Ainction würde nSmHdi in Folge der Bedingang (37) 
der GldehoDg (24) und in Folge der Bedingungen (38) den Glei- 
chungen (25) Genüge leisten. Wenn man also für eine besondere 

Function f^^' ^V^Y welche die Bedingung (36) erfüUte, die prin- 

cipale Function ^^ kennete, sp würde man durch die Formel (38) 
die jeder andern Function v (x^y^z) entsprechende principale Function 
sogleich finden* 

Hau hat yerschiedene Formen der Function f\xfl^ty ^^ 
dnfachste unter diesen ist: 

(40) 
+• 

— QO 

Man hat nSmlich ftir eine bdiebige Fonction » (^^ ^i ») immer 
die Formel: 
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' (41). 

00 

Um die zu diesem Werthc der Function f(^'^*) gehörige prin- 
dpale Function > zu finden, (leinerkt man, dass man im AUge- 
meinen der Gleichung (37) Genüge leistet, wenn man setzt; 

(42) 

WO ^(u,T,w) eine beliebige Function von u,y, w bezeichnet, und 
8 eine Wurzel der Gleichung t 

(43) 

S SS F (a, y, w, 8) a 

bezeichnet, welche man erhält,' wenn man in der characteristischen 

Determinante V"»0, statt d^, d^, d^, d^ die Grössen u,y,w,8 setzt. 

Man eilaält nämlich dann: 

folglich gleich Null. Sollte die Gleichung 43 mehrere gleiche Wur*. 
zeln haben, so dass: S « (s — sj^'i (s — ^Sj)'^« .... (s — s y^y so 
wfirde man nicht allein den Werth (42), sondern auch den foU 
genden annehmen können; 



"") Caaehy Ex. d'An et Ph. Vath. psg. 77. Diese Formel wird ans 
der folgenden Foari^r'scben hergeleitet: 

1 jfe!^n(»~>,)l/=I 

CO 

BBd diese letztere Formel wtedemm hergeleitet ans der folgenden < 

f(x) = ^^^^yi(>i)cos[a(x-.>.)]dud>., 

— o& 
(Fonrier, theoHe de la chaleur, pag. 525), indem man bemerkt, dass 

+ 00 

\ Y8in[a(x— >f)]da x?: 0. 

\ —OD 
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(44) . 

WO 8 eine der Wurzeln Si., s, . . . s, 2.B* s^ bezeichnet, and a 
jede beliebige ^nze Zahl, welche kleiner als k^ ist, bezeichnen 
kann. Man hat nSmlich alsdann für ssas^.: 

S=sO, d,S«:0, d;s«o, •,. d^^S«0. 
Statt dieser verschiedenen, durch die Gleichangen (42) und (44) 
gegebenen Werthe von > kann man aoch die Snmme aller dieser 
Ansdrficke, jede darch eine beliebige, von x^ y, «, t unabhängige 
Grösse multiplicirt oder dividirt, setzen, und man erhält folglich 
allgemeiner: 

(45) 

u* + vy + W« + St 

oder noch allgemeiner, wenn man successive u, v, w alle Werthen 
zwischen — cx> und +od giebt, und die entsprechenden Werthe 
von > addirt: i 

(46) 

■ ^ a« -1- V« -1- WS + st 

— OD 

Di£ferentiirt man diese Gleichung in Bezug auf t und setzt dann 
tssQ, so erhält mah; 

(47) 

» MB 0, dt> ■> 0, d*> «I 0. . . . . . . 



*) Man hst nSmlieh (Hoigno Ltcons de calcal diJBTerenliel pag.490): 



[(.-•,)^-»(e-.,)'»...(._.,)kr] 



/ 



(idem pag. 493). 
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weil, da S in Bezug auf 6 vom 2Dten Grade ist, gj:^-.«BO, 
wenn m<2o — 1 und E r-.gvs *gl, wenn msa:2n'^4*). lÄn 

den Gleichungen (38) Genüge zu leisten, braucht man folglich 
nur anzunehmen: 

(48) 

CO 

und, wenn man diesen Werth von » mit dem durch die Gld- 
diung (40) gegebenen yergleicht: 

(49) 



S 






— Xkh — V/i — WV 



(2,v/=i)« 

Setzt man diesen Werth in die Gl^chung (4(S) hinein: 

(50) 

und die Gleichung (41) giebt alsdann den folgenden Werth der 

pnncipalen Function: . 

(51) 

+C0 .(,_>,) +v(,_ju,)+w(*-»')+rt 

"-JJJJJJ ^xm •"^""^"^s^T^iüT^^s^- 

— OD 

Wenn man hier . ■ , r^=, r7==, ä^«, /*-^t «'— » als recht- 

K— l' l/— 1 V— 1 

winklige Coordinaten betrachtet, so kann man dMlurch, dass man 

sie in Polarcoordinaten verändert, eine andere Form, der prindpa- 

len Function erhalten. Setzen wir nämlich: 

_ (^^> _ — 

UKhcospV/— 1, vahsiopcosqV/— If w BBhainpMoqV/— 1, 

Xi-— «aBQCOSG, /u. — y ae Qrin0CO8T, O' — » SB ^SloOnOT, 

und der Kürze willen:^ 

(53) 
cosö :s cospcos0 + siopcosqsioOeosT -f- sin p sin q sin sin T, 



*) Hoigno pag.497. 
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80 wird, weon man die Formeln: 

jQ^f(g,v,w)dodfdw « l/'"*jr^^*ü,y,w)li»iiopdpdqdb 

und 

/yVIfOi — *,/tt — y,v— »)d>»d/Ldv ass 

« */* y* ^(>/-.«,/i.— y,v-»)e*8in0d0dTdQ 

CO o • 

berücksichtigt, die principale Function (51) die folgende Form 

annehmen: 

(54) 

/7777^T" .(,,^,.)e»t-b,cos.t^=:i - 

I I I ) 1 ) [F(hcaspV/^,hsinpco8qV/=5,hainpainqV/=ri4 

***** . . , , dhdg dpd© dqdr 

Man könnte auch diese Formel direct herleiten auf demselben 
Wege, wie wir die Formel (51) fanden, indem man nämltdi statt 
der Formel (41) die folgende anwendet: 

(55) 
+• 

. . 1 (*rp_ «M(>.,/t,»)axdAJ» 

— 00 

wo e eine positive unendlich kleine Grösse bezeichnet*). 

Der Werth der principalen Function u kann folglich immer 
durch ein sechsfaches Integrale ausgedrückt werden. Für specieUe 
Formen der characteristischen Determinante, so wie auch für be- 
sondere InitialvFCrthe von ^^"^vi kann dieses sechsfache Integrale 
KU einem vierfachen oder doppelten Integrale reducirt oder so- 
gar ohne Integralzeichen dargestellt werden. 

Die verschiedenen spedellen Fälle, welche wir betrachten 
werden, sind folgende: 

1) Wenn der Initialwerth von dj'-'td, welchen wir durch 
«»(«,9,«) bezeichnet haben, eine Function von 
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n* + vy + w*j 


oder von 




' 


xV+y>+**, 


od«> von 





oder nur im Allgemeinen eine Function von 

*» ^» * 
ist. 

2) Wenn die characteristische Determinante homogen in Be- 
zug auf die Characteristiken d^, d^ d^, d^ i«t oder nicht 

3) Wenn die characteristische Determinante eine Function 
von d^ und von d^* + d^* + d,*, oder von ad«* + bdy' + cd^' + 
2ddyd, + 2ed,d, + 2fd,dy ist. — 

Weil man statt ^(x,y^%) successive die Initial werthe der Ge- 
schwindigkeiten und die der Verschiebungen einsetzt, so bedeuten 
nämlich die erstell vier Fälle, dass diese Werthe dieselben verblei- 
ben in einem if^lan, oder einer Kngeloberfläche, oder EUipsoide- 
oberfläcfie, oder irgend einer anderen Fläche, d. h. dasis die Wei- 
lenfläche ursprünglich plan oder sphärisch, oder ellipsoidisch, oder 
von irgend einer anderen Form wäre. Die zwei folgenden Fälle 
sind, wie wir späterhin sehen werden, die, wenn die Gleichung 
der Wellenfläche unabhängig von der Daner einer Vibration ist, 
d.h. wenn keine Dispersion stattfindet, oder wo die Dispersion 
stattfindet« Die zwei letzten Fälle sind die, wenn der Körper, , 
in dem die Lichtwellen sich fortpflanzen, so beschaffen ist, dass die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten gleich sind in jedem Punkte einer 
Kugel- oder EUipsoidenfläche. 

Wenn die gegebene characteristische Gleichung homogen wäre^ 
so dass folglich, falls man setzte: 

(56)^ 

• SS hwl/— 1 

man erhalten würde: 

__ ^"^__ _ 

S SS F(hco8pV/— 1, hsinpcosq)/— 1, hsiopsioql/— 1, s) sf 
'm» (hV/^^^^" F(co8p, sinpcosq, sinpsinq, w), 
so wurde man durch 2n — 3 mal wiederholte Difierentiation d^r' 
Gleichung (54) in Bezug auf t finden: ' 
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(58) 



[{h\/^^f' F (co8p,(inpCMq,siii p ring, «)lk„\/ri 



Man hat aber: 

(59) 



^CSJ. "^ [SL '' 



-/T/rr/*^ 



folglich: 

(60) 

t ^^1 I I I I I [F(««p,»uipcosq,Binp8inq,«.)]„ 

Nun ist aber in Folge der Formel Foarier's**): 

(61) 

f(r)=y Jf(s)« "2^. 

CO —CO 

folglich) wenn man der Kürze wülen setot: 

(62) 

^ C086 

hcosd SS k 
+ dhV/cos*^ « dk, 
damit die IntegratioD in Bezog auf h und k dieselbe bleiben soll, 
wenn cos^ das Zeichen ändert: 



*) Canehy Ex. de Math. Tome L pag«171. 
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(63) 

-CO ' — 00 

Sabstitiurt m^n diesen Werth in der Gleichuog (60), so erhält man: 

(64) 

*** .y / / /cosMv/co8««[F(co8p,einpco8€[,»inpsinq,«)]„^ 
' o o o o 

Die principale Fnnction kann folglich im AUgemeioen, wenn die 
characteristische Determinante homogen ist, auf ein vierfaches In- 
tegrale redncirt werden. 

Es sei jetzt der Initialwerth von d?"""*« sss v(x,y,z) nur ab- 
häogig von einer Ijneären Function der Variabeln a;,y,«, so dass: 

(65) 

w(«,y,Ä) as n(M + Vy + w»), 

oder, wenn man um. abzukürzen setzt: 

(66) 

5 sei U» + vy + W^, 
«(af,y,») :s Il(s). 

Man kann alsdann, wie bekannt, ^nmer die Function uCq) in eine 
Reihe entwickeln, welche aus einer endlichen oder nnendlichen 
Anzahl Glieder der Form ®e™^ besteht, wo constant ist und m 
reell oder imaginär sein kann*), so dass folglich: 

(67) , 
n(5) = 20e""»^, 
wo das Zeichen 2 sich auf die verschiedenen Werthe von m^ be- 
zieht. Der diesem Werthe von »(«,2^,«) entsprechende Werth 
der principalen Fnnction » wird alsdann die Summe sein der jedem 
Gliede dei* Reihe (67) entsprechenden principalen Functionen. 
Bezeichnet man folglich durch 

n^(0=:ee»^S 

ein Glied der Reihe (67) nnd durch ^v die diesem Initiialwerthe 
entsprechende principale Function, so wird: 



*) Canchy Ex. de Math. Tome IL pag.112. 
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(661) 

U SB 2W.|/. 

NuD ist abet klar, dass man der Gleichung: 

V'wv s F(d,, dy, d„ dj)«^ « 

dnreh den Werth: 

genüget, wo s eine Wurzel der Gleichung: 

. F (m^u, m^y, nivW, s) sb 

und folglich eine Function von m^ • 

8 = f (m^) 

ist, nnd 

«^ » 0e"»'« + ^^t"^) = F (rn^h 

Nun ist aber nach der Formel Foarier's 

(«0 

^< —OB —CO 

folglich ' 
' !• /»+* /»+*k(m^-h') l»'« + tf(li') ^, 

\ "^ 00 CD 

1 /»+"/»+*h'(«-k) + tf(h') 

^ QO 00 

oder, wenn man h'«hl/^ setzt, und durch s eine Wurzel der 
Gleichnng 

F(hoV/=7, hvj/^, hwV/^,s) « 
bezeichnet; 

""^"^lij J ^ ny(k)dhdk, 

CO 00 

folglich allgemeiner: 

(69) 

Sabstitairt man diesen Werth in die Gleichung (68), so er- 
h«t man: . . 
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oder weil: 

2n^(k) = n(k) 

(70) 
^ JL r"^* /*+: /> + M»-t)t^na)dl.ak 

Wär^ noch daza die characteristische Determinante V ^ faomo- 
^en^ 6o etbält man, wenn man setzt 

ans der Formel (70) 9 wenn man die Formel (S9) berücksichtigt: 

and wenn man ^n — 1 mal in Bezug auf t diffcrentlirt: 

(71) ' 

, »—00 -■-OD ^ 

Non ist aber nach der Formel Foarier'a: 

(Ol) 

— w — ce 
folgUcb giebt die Gleidnuig (71): 

(72) 

und wenn nHn 2 n'-~l mal in Besof auf t intcgritt und s statt f «etzt: 

(73) 

Es sei jetzt der Initialwerth Ton d^'^^w a w (4?,y, «) abhängig 
Ton einer ^nzen homogenen Function zweiter Ordnung Ton x^ y, %^ 
so. dass, wenn: 

' . (74) 
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(75) 

« («, jr, ») ssa n (r) a. n (— r). 

Dieser Initialwerth kann ab eine Summe nneildlich vieler Glieder, 
deren jedes eine lineare Function Ton x^y^a ist, angesehen werden. 
17m dieses sn entwickeln, gehen wir Ton folgender, Ton Canchy 
gegebenen Formel ans:*) 

' ('6) 

wo {{x) eine beliebige Function ron x bedentet, und wo man hat: 

(77) 
n BBS cosp, t> BS siopCosq, » asB siopsioq 

^ as n« + t>y + »« 

T BS (an* + ^^* + cm* + 2di»l» + 2ett» + 2/ttD)^ 

© « Cabc — arf* — he* -^ ef* — 2de/)^ 

T 8 (a»> + by» + c»» + 2äy» + jZe»» + 2f«y)* 
wo Oji^e^dj e, jT, «, jf, » reelle Constanten beseichnen, and a, b, c^ 
d, e, f so bestimmt sind, dass, wenn man setst: 

(78) 

aX+/T+«Z-=X', 

/X + 6T+rfZ«T', . 
eX + dY + cZtBs Z% 
man erhSlt: 

(7Ö) 
X ■- aX' + IT' + eZ', 
T-sfX'+bT' + aZ', 

Z-B6X' + dY' + c%, 
und folglich: 




• ^ 0« » ** *= ©i » ® ■* ©« ' 

Setzt man jetat in der Gleichung (76) S(x) — d^»(«) — g'(«) 
nnd f&hrt die Integration rechter Seite aus, so erhält man: 

(81) 

g(r)-8(-r) © '-** 



t 2« 



y y^0*^- 



'^) Cauehy Ex. de Hath. TomeV. 

Digitized by VjOOQIC 



/ 

der WdlenboMgoiig. 115 

Bemerirt mui fengwr, ^.in Folge der GI«idiBDgen (80) 

(82). ' 

und wenn man der Kfine willen setst: . 

' .(83) 

T-T'+T' + T»;-«"' 
flo faum die Gldchaog (81) auf folgende "Weise geschrieben werden : 

(84) 

O O. 

Seht man jetzt 

(85) 

^>-n(., 

and bemerkt, da88n(r)Bn(— r),.fdglidi8(r)n— 8(r), so wird: 

(86) 

o o 

Der Initialwerth n(r) kann folglich als eine Summe unend- 
lich vieler Glieder angesehen werden, deren jedes eine lineare 
Fonction von x^y,» ist, nämlich von 

(83) 

«"-T' + T' + T*- 
Bezeichnet man folglich durch «> die zuDaInitia}werthe ä^'^\^9(9'') 
gehörige principale Function, so wird 

(84) 



1 /* /^ Unsinn f 



Nun ist aber wegen der Formel (70) 

(85) 
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oder w«in dk eküMta^btisdie GItidiii9g hoiM(teii M, la V^ 
der Formel (73) 

(86) 



ar'-£T^ 



Sbi— I 



9(^'+i) 



Folglich wird, wem die chaeracteristische Gieidioog Bkbl homogen iit, 

(87) 

o • — fO —00 , • ^ . 



8« 

und wenn sie homogen ist 



(88) 



'"7/ "Kr-f ••••)]. 

O O 

Die letzte Gleichang kann man unter eme andere Form bringen, 
wenn man berücksichtigt, dass: 

• 8'(«" + rt) ^ dt»{^' + »0 *=- dt[:{s" + »0n(«" + al)3 
ond 

^f(^, ^, ^, •) « F(Ä,^n>;§), 

.wo: 

9 s: ST. 

Man erhält dann: 



4«r 






ond wenn man bemerkt, dass:*) 

80 erhSlt mui, wenn man s statt e setzt, 

(89)' 



4«T 



/ Taa-2(5' + 8t) II (^^) sin 

/ / T«[F(«,D,»,S)], 



«) Canchj Ex. de Uatib* Tome L pag.171. 
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Wfire endlich der Initialwerlli von if^^^ta » u (or, y, %) eine 
Fonctioa . der . Grdsse : 

80 braacht man nur in den yorhergehenden Formeln zu setzen: 

' asbascssl, daseaefasO^ 

folglich: 

asftiBBCCsl, (laseas/aOy 

und man erfafilt folglich, wenn die charactejiatische Gleichuogf nicht 

homogen ist: 

(90) 

O o —"00 —CO 

und wenn die characteristische Gleichaog homogen ist: 

(91) 

o o 

W§re in der characteristiBchen Determinante der erste Theil eine 
Function ron d« nnd oaj+ Sd* +cdj +2dfdyd,+2ed,d,+ 2/d,dy, 

•o würdenF(^~, -, -,b) und F(^— .^^ , — —^ — T^' »J 

unabhängig Ton u,l7,t9 wmlen, weil 

(77) 

«tt* + ftU* + <?»» + M»» + 2Clt» + 2/ltÖ SS T% 

and die Gleichungen (87) nnd (88) w5rden alsdann in Folge der 
Formel (84) die folgenden Formen annehmen: 

(92) 

(93) 

^ "=* *■* ^ 2r[F(tt,D,l».8)]. ^ 

Ebenso werden die Gleichungen (90) und (91), wenn der erste 
Theil der characteristischen Determinante eine Function von d^ 
und d* + d* +äi ist, die Form annehmen: ^ t 

^ * ' Digitizedby Google 
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(94) 

**^« ^«, b«[F(httV/^,h»V/=l,h»V/I5,s)]/ 
' (95) 
^ ji-aB e 8^'-^ C(g + St) n (e + rt) + (g — at)nfe — st)] _ 
' " * ^. 2«[F(u,M»,8)]. - • . 

§, 7. Von der Wellenflfiche und von der characteristi- 
schen Fläche*). 
Wenn man in der characteristischen Gleichnng V»F(d^dy,d^,dt) 
•tatt der partiellen Dififerentialen verschiedener Ordnnng in Besng 
•nf Xjy^x und t die entsprechenden Potenzen derselben Variabein 
setzt, so wird die hierdurch hervorgebrachte Gleichnng 

(96) 

F(«,y,»/t) aaO ' 

die einer Fläche sein, welche man die chiaraeteristische Flä- 
che nennt, -r- - 

Die Werthe der unendlich kleinen Verschiebungen der Mole- 
külen, weldie durch die Gl(uchungen (30) nnd (35) gegeben sind, 
können verschwinden für verschiedene Werthe der Absolut -Varia- 
bein X, 2ft ^1 1; diese Werthe sind von einer Gleichung abhängig, 
nnd die Fläche, vvelche diese Gleichnng darstellt, und in welcher 
folglich keine Verschiebung zur Zeit t stattfindet, wird die Wel- 
lenfläche genannt. Wir werden sie durch die Gleichung: 

(97) 

• S(«,if,*,t) = 

darstellen. — 

Die Gleichungen (35) geben die folgenden Werthe von 4: 

(98) 



.+• 




■,.^v,.fw,+.t _^,^^ ^ ^^^^ ^^ 

- • . e • ■ ■ ™ » ■ » ^ 



[F(n,v,w,8)], " '2*1/— l'2*|/-l'23tV/-i! 

. [®(^>jv) +S5p(>.,/i,i')] + 
^„.+^+w.+st ^^,^^^ ^^^ ^^^^ ^^^ 



[F{u,y,w,s)J, ; *2«l/=H['2«V/=i'2«V/H 



*) Gauchj Ex. d'An et de Ph. Hi^. Tome II. pag«99— 108. and 
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und ähnliche Werthe der übrigen Variabeln t>, 4, i\ m\ i\ -^ Da- 
mit diese Werthe nup Noll 'werden sollen, ist nothwendig und 
hinreichend, dass: 

(99) 

Q« + ▼y + ^▼A -^Bi na 

für jeden Werth Ton s, welchem die Gleichang: 

F(a»y,w,8) ssB 
entspricht} weil mux alsdann hat nnfer den Integralzeidiens - 

p Conrt, 

^CF(a,y,w,s)], ^ ^- • 

Die Gleichung (99) stellt einen Plan vor, welcher fQr Terschiedene 
Werthe ron n,T,w Terschiedene Stellongen einnimmt, und in die- 
seoi Plan finden folglich keine Verschiebungen statt. Die Eure- 
loppe von allen diesen Plänen wird folglich die Wellenfläche sein. 
Um die Gleichung dieser Enveloppe sn erhalten, mnss man n, Tf w 
eliminiren* aus den Gleichnngen:^ 

(100) 

0* -f. vy + w» + st = 0, 

* + td,s«iO, 

y + td^anaO, 
» + id^S aas 0. 

Die beiden letzten Gleichungen geben: 

i d^ 
y *" d^s' 
und wenn man durch Sj, Sj, 83 . . . S2b die verschiedenen Wur- 
zeln der Gleichung: 

F(a,T,w,s) äO 
bezeichnet: 

"^(«l + 8a + 83+...+ 82.)"'d^(8j82+Si83+...+ Si 82^ + 8383+^^^^^ 

■"^,(.,8,83+ )-ii.«.w. 

und folglich 



Coiiipte renda Tome XIII. pag.l-.16, 184—188, 189—197. Blanchet^ 
Jonmal de Matb. pnblie par LionTille, pag. 13—23, !23— 35. 
I •) Koigno Le^u de calcol diilSreatiel pag. 4^.,,,, .^Google 
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(löl) 

Ebenso findet man: 

(102) 

Statt der letsten dm CHeicboBgen (MO) kann lain fdgUcb satatta: 

jT y z 

d^F(q,y,w,8) *° d^F(a,Y,w,8) "^ d^FXa,T,w,8)' 

md man erhält fol{;lichdie Gleichnng der Welleniäche (97), mwa 
man n,v^w ans den folgenden. Gleicbnngen eUaunirtc 

(103) 
F(o,v,w,») «=0, 

nJf + Yff + WZ + BttsiOi 

«r y z 

d,F(u,v,w,8) ■" d^F (u, Y, w,b) "* d^F(o,v, w,8) ' 

Wenn die ebaracteristiBche Fläche homogen wird, so ynrd s in 
selbiger Zeit wie n,v,w aus den Gleichungen (103) wegeliipinirt 
und die Gleichung der Wellenfläche wird folglich unabhängig Ton s, 
d. h. wie wir späterhin sehen werden, von der Schwingnngsdauer 
wer4en/ Man kann folglich in. den Gleichungen (103) s einen 
willkührlichen Werth geben, z«B. « — t setzen, und, wenn man 
dann durch r, 9, } die Coordinaten eipes Punkts der cbaracteristi- 
schen Fläche und durch x, y^ » die eines Punkts der Wellenfläche 
bezeichnet, so finden zwischen ihnen die folgenden Gleichungen statt: 

(104) 

i'Cr.M.t) = 0, , 

?* + Pir + l» — t» «sO, 

« y z 

d^F(y,9,i,t) =" dj,F(y,9,j,t) ^ djF(y,^,j,t)* 
JMe erste dieser Gleichungen ist die der diaracteristischeii Fläche^ 
und wenn man durch 

(97) . > 

g(af,y,»,t) «0 

die Gleichung der Wellenfläche bezeichnet, so wird man folglich 
auch haben: 

(105) 



d,«(*'».».t) ^,8(*iy.«»t) •!,$(*,».«,»> 
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Dkse awei Punkte (jc,^,}) und (Ar,y,s), unter denen der dne in 
der cbaracleridtisdien Flfiche, der andere in def WeDenflSdie ge« 
legen ist, nnd welche durch die Gleicbangen (1Q4) und (105) mit 
einander verbanden sind, werden correspondirende Gleichungen die- 
fi^ zwei Flächen genannt. Nennen wir j^ i|nd r die vom Anfangs- 
punkte der Coordinaten zu den Punkten (%, 9, j) und (xyy^pii .ge* 
sogenen Radii vectores, und 6 den Winkel,' welchen sie unter ein« 
ander bilden, so wird nach der zweiten der Gleichungen (104): 

(106) 

Wenn die charaoteristische Determinante homogen ist, nnd man 
zieht am Ende der Zeit t zwei Radii vectores zu zwei correspon« 
direnden Punkten der characteristischen Fläche und der Wellen- 
fläche, so wird das Product von einem mit der Projection dea an- 
dern auf ihm gleich dem Quadrat der Zeit säin. In Folge der 
letzten der Gleichungen (104) und der Gleichung (105) wird der 
tangirende Plan durch die eine der zwei correspondirend^n Punkte 
auf dem Radius vector des zweiten Punkts po^pendiculär sein. 
Die Gleichung des tangirenden PImis zur characteristiBchen Fläche .> 
F (^ 9) ii "= ^^^ ^^^ Pnnkt (Xy \)^ i) wird nämlich sein: 

(107) 
(4-?)d,F(y,9,|,t) + ('u-9)^i,F(y,9,|,t) + (<;-») djF(?, 9, J,t) s 
und die Gleichung des Radius vector r: . 

4 — « ■ T3 — y 4 — g 

* "" y . » ^ 

nnd diese Gleichung kann in Folge der letzten d^r Gleichungen (1(M:) 
80 geschrieben werden: 

^x ^ (h Py h ^ dj, F (y, 9, 1, t) ;'*. iljF(y, 9. h «) ' 
was eben die Gleichung einer auf dem Plane (107) perpendiculär 
ren Linie ist. 

Um aus der homogenen characteristisl^hen Fläche die Wellen- 
fläche herzuleiten, oder umgekehrt, braucht man daher nur auf dem 
Radius vector zu einer Fläche das Verhältniss zwischen dem Qua- 
drat der Zeit und diesem Radius vector abzusetzen, dann durch 
den Endpunkt ein auf dem Radius vector perpendicdärer Plan zu 
legen. Die zweite Oberfläche wird die sein, welche dieser Plan 
in seinen verschiedenen Stellungen immer tangirt. — - 
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Httii sieht liienitu^ äa68 4tf Winkel ^ wdefcett üe twA Rtfii 
reetöi«8 Btt cwd »orra^oiiiffitttideii Pankleii in den beiden Flicheii 
mit einander bilden, gleich ist dem Winkel» welchen jed<tf Redltt 
yector mit der Normale tanr entdpfechenden Fläche bildet 

Weil F (t, 9, ^ t) immer eine Function von t« ist^ so hat miD) 
weofr sie ungleich eine homogene Function k^ 

ond folglich wegen der Gleichungen (104) auch: 
»(*,y>»,t) e: 8(*,y,»,— t) = g(-*«,^y,—*,t) = g(—»,— y,— »,-t). 
Jede gerade Linie, welche durch dten Anfangspunkt der Coordina- 
ten geffihrt' Wirtf, ist folglich ein Diameter beider Oberflächeil) usd 
der AnfangstHinkl dM Centrüm dersdben. 

Wenti tniin tiua ein Systral ton Hdeldlrlen betracbtel, so irt 
die CSeiciMmg 

l'(l«,y,i!^s) «=0 
dtitten Crades in Besug auf s'» and hat in Bezug auf a* hutst 
Veelle Wurteln. Sio- Ist nSmlich he^orgegangen ous der Cliflü* 
nation von i^^i ^us den Gkichungeu: 

(108) 
(«-S*)i + 9tt> + ü4ÄO, 

ae4 + (a»— s)v + <p4 = o, 

wo 29aR,9t,$>D,9t die den characteristischen Functionen L,M^N, 
P, Q,R entsprechenden Werthe bezeichnen, wenn man in diesen 
statt d«, d^, d« die Grössen. u^t,W setzt Setzt man der Kürze willen: 

SO können die Gleichungen (108) so geschrieben werden: 

fiezeicfanet man jetzt durch s*, sf) s; die drei Wurzeln der Glei- 
chung F (u, V, w, s) = 0, durch 4^, 4« 4„ ^^, v„ v„ «^, 4^, 4^ 
die entsprechenden Werthe von 4, ^s ii und durch 4Si, <5,, (S„ 
9i9 9,9 939®i)®i9®i die «ntsprecheaden Werthe von%%j@9^ 
erhSlt man: ^ 

(109) 

«1 »« «is!,- «1 ■» 4*sJ| Ö, «4sa;, 



Wäre «ioer der drei Wertb« von s» i|iMkgU»9ri so mups, fvei) 

I die Coefficienteo der Gleiehang F (u, v, w, s) = reelle Functionen 

von ii,T,w sind, ein anderer Werth von s', z. B, 8j|, dem erstem 

Werthe coo|«ogirt sein. Dann müssen aber aneb $x und i», v^ 

ond vj, 4i nnd 4% eonjungirte Ansdrilcke sein, so dass: 

Mao erbält nun aber aas den Gleicbaqgen (109): 

h diesen Brücben sind nun die Nenner upgleiclif die Zäbler aber 
gleich, nämlich jeder von beiden gleich: 

Die Zähler müssen folglich gMch N^U sein, und folglich auch 
oder, wenn man dje Werthe y^n 4ii 4i9 '^n '»•9 ^if 4s sabstitniri^ 

a» + a» + b« + iS* + c" + y" «» 0, 
was unmöglich ist. bie ^buchong FCPjTjW,») a» hat (biglich 
ia Bewg anf $^ drei reelle Wiirveln* 

$.8. Reduction der einer homogenen characteristischen 
Gleichung entsprechenden principalen Function w, wenn 
die characterische Gleichung lanter reelle Wurzeln hat 
und der Anfangswerth von di'^'^^o npr innerhalb einer 
sehr kleinen Kngelfläche merkbar ist^. 

£9 sei die obaracteristische Gleichung; , 

V « F (d„ dy, d., d,) « 0, 
die in Bezug auf df aufgelöst lauter reelle Wurzeln hat, nnd der 
Anfiuigswerth von 

wo . F* ae i»' + »■ + ** 

eine gerade Function von r, welche verschwindet ausserhalb der 

Greiwen: 

. rr=3+«, r = — «, 

*) Comptc reudn Tome XIll ptg. 397—412, 455—467, 487—497, 
S64— 579, 1087—1095, 
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wo 8 eiae selff kleine Grtese beseiciinet. Man helf dann die Gleiehnog: 

(91) 

"--irj J [F («.>.».. a ""'"'p^'» 

o o 

wo: 

(110) » 

Q OB n« + Dy + »jB -f- st 

n SS cosp, t> SB nnp cosq, w ss sbp sinq. 

Denken wii^ uns jetzt nm den Änfaogspankt der Coordinaten eine 
Kogelfläche besebrieben, deren Radias die Einheit ist, nnd nennen 
wir b den dnrch die Polarcoordinaten p und q bestimmten Ponkt 
dieser Fläche, so wird der Ausdruck: 

Binpdpdq 
das zum Punkte b gehörige Element dersdben yorstellen. Nennen 
wir diesesElement> und bezeichnen durch denTheil desResidunms: 

£[F{U,^»,S)]/ 

, welche den Polarcoordinaten p und q und einer bestimmten Wo^ 

zel s* der Gleichung: 

F(ii,D,»,8) — 0, 

die nach der obigen Bedingung lauter reelle Wurzeln hat, entspricht 

Man hat dann: 

(111) 

u sas— 7 20. >, 

WO das Zeichen 2 sich auf alle Werthe von > und s erstreckt 

Unter den verschiedenen Elementen der Eugelfläche ^« >^f >'' 
werden wir jetzt diejenigen aussuchen, welche denselben Werthen 
Ton q entsprechen; Wenn man in der Gleichung: 

(110) 
(l SB n» + l>y + WZ + 8t 
« als constant und u, ^, to als Variabeln ansieht, so wird diese 
Gleichung einen Plan vorstellen, welcher perpendicdär auf dem 
Radius vector Ob ist Wenn die Winkel p und q variiren, vvird 
dieser Plan folglich auch seine Stellung ändern, so dass er unmer 
eine Fläche: 

(112) 
8(*.if>«.t.«)«B0 
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tangirt Wit werden diese Fläche durch LMN besfieichnen. 
Setzt man hier q^O, so wird: 

U« + 9y -f »2 -|- 8t BS « 

und di^ Gleichong (112) wird folglich die der WeileoflSche: 

Tirerden, aod die Flächen, welche durch die Gleiphangen: 

^(»,y,*5t,— e)s=0 ond »(«,y,»,t,+«)«0 
ansgedr&ckt sind, werden die innere nnd äussere Enreloppe des 
Raums vorstellen, welcher vop einer beweglichen Kugelfläche be- 
schrieben wird, deren Radius =^ ist und deren Centrnm auf die 
Wellenfläche hemmgef&hrt wird. Bezeichnen wir jetast durch T 
den Punkt, wo der auf dem Radius vector Ob perpendiculäre Plan: 

(110) 
^ rs n« + t^y-f- »»H-Bt 
die Fläche (112) LMN tangirt, und ziehen wir dorch. T eine 
gerade Linie parallel mit Ob, so wird diese Linie sowohl zur 
Fläche (112) LMN, wie auch zur "Wellenfläche normal sein, 
und die letztere in einem Punkte D schneiden. Der Abstand TD 
bdder Flächen wird dann eben den Zahlenwerth von q yorstellen. 
Um jetzt alle die Punkte T, welche bestimmten Werthen yon x^y^ % 
und Q entsprechen, zu finden, mnss man durch den Punkt (;c, y, «), 
den wir durch A bezeichnen werden, eine Kegelfläche legen, wd- 
die Fläche (112) LMN fiberaU tangirt. Der Punkt T kann dann 
ein beliebiger Punkt der Ber&hmngslinie TT'V sein. . Zieht man 
jetzt durch alle Punkte dieser Linie Normalen zur Fläche (111^), 
LMN, und durch den Anfangspunkt der Coordinaten O Linien 
parallel mit diesen Normalen, so werden diese die um O beschrie- 
bene Kugelfläche in einer Linie bb^b^^ schneiden, welche den Platz 
der Elemente >, >S >'* andeuten wird, die demseUien WerÜie von 
Xf 2f, % und Q entsprechen. 

Da F (u, 1?, 10, s) eine homogene Gleichung ist, und in Bezug 
auf s geraden Grades^ so wird denselben Werth erhalten, wenn 
man'U,^t]7,s mit — u, — !}, — ti?, *— s vertauscht^ und man braucht 
folglich in der Summe 20> nur die Glieder zu beredmen, welche 
einem positiren Werthe-von nx + i>y + Wz entsprechen, oder Wer- 
then von tt, i^, tOy ^ der Oleichung: 

(113) 

u« + Oy + »» > 

Genfige leiste, wenn nur dann das Re^^^^^t T<^^oj^^t^^ird. 
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Setet man sodann: 

(114) 

WO das Sammationszeichen sith nicht aof die verschiedenen Werthe 
von s entreckt, ond nor auf die Wenthe von u, )?, tv^ welche der 
Gleichung (113) Genöge leisten, so wird: 

(115) 

dl'^K ar 22F, 

WO das Sammationszeichen sich auf die verschiedenen Werthe . 
von s bezieht* 

Wenn jetzt der Initial werth von ^f^'^<a oder der Function n(r) 
nur einen merkliehen Werth hat innerhalb einer sehr kleinen Ku- 
gdfläche, deren Radius as£ ond deren Centrum der Anfangspunkt 
der Coordinaten ist, so braucht man augenscheinlich io der Summe 
>, ^\ ^'' zu berücksichtigen, welche Werthe von < entsprechen, 
d!e zwischen den Grenzen: 

q ms — t und 9 s= + a 
elogesdilossen sind« 

Es sei jetzt >» der Abstand des Punkts x^y^^A von der Wel* 
lenfläche und eine sehr kleine Grösse, so wird der durch die 
Berühningslikiie TTT* emgeschlossene FUehenranm der Fläche 
liMN immer sehr klein werden, und annäherungsweise eine Zone 
feüdea, deren Höhe gleich O«— «) wird. Zieht man vom Anfangs* 
punkt O der Coordinaten «na Radii vectores zur Linie TTT' 
«nd verlängert diese, bis sie die Wellenflädie in einer lioie 88' 8*' 
«chneiden, so wird diese Linie auf der Wellenfliehe eine Zone 
cinschliessen, die der auf der Fläche LMW annäherungsweise cc»i* 
gruent sein wird. Verlängert nian jetzt die Badii ved;ores 0b,Ob'^0b^', 
bis ne die characteristische Fläche schneiden, und nennt die auf 
dieser Fläche abgeschnittene Linie VV'V'\ so werden die li- 
nien 88f8" und W*V** eorrespondirende Linieo werden, die 
erste auf der Weilenfiäcbe, die zweite auf der ebaractdristischen 
Fläche. Der von der letzten I4nie eingeschlossene flidieiuranm 
wird dann annäherungsweise eine Zone werden, deren Höhe wir 
durch t bezeichnen wollen. Um diese zu finden, betrachten wir 
zwei eorrespondirende Punkte IS und V der Linien 88*8** und 
VW". Be«ichncn wir d«rdi X +AK,Xt^X?c%*^^ ^ 
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Coordinaten des Punkte 5, ^nd dnrch x + Ax, 9 + ^9« i + M 
die CoordiiMt«n des Punkts F; beseichnen wir ferner dordi D 
den Pankt, wo die dnrch A gezogene Normale znr Wellenfliche 
diese trifft, nnd durch JS den correspondirenden Punkt der eha- 
racteristischen Fliehe^ donShX, Y,Z die Coordinaten des Punkts H^ 
and durdi X, i), } die des Punkts E, so werden in Folge der Glei« 
chnngen (104), (97) nnd (105): 

(116) 

® = F(y,9,|t) = 0, g(X,T,Z,l) «0, 

d,F(y.»,),t) «lyF(y.9.t,t) d,F(y.9.t.t) 
X — j _ 2 ' 

(117) 

F(y+^, P+A^, |+4j,t) =0, 8(X+AX, Y+AT, Z+AZ,t)s=0, 
(y +A|) (X+AX) + (t^+A9) (I+AY) + (i+4|) (Z+AZ) -t» - 0, 
J»F(y+Ay. 9+A9, i+/itf. t) dyF(y+i^, »+Al>. I+Aj, 

X^AX . ■■ . . X+AY ~ 

d,F(y+Ay, »-t-Ay, t+A>,t) 
" Z+AZ 

Entwickelt man jetzt die erste der Gleichungen nnd berfick- 
sichtigt die ersje der Gleichungen (116), (117), so erhält man: 

(118) 

A?.ii,© + Ä^® + Aia^s + KA?*^;® + A?*a«^ + ^i-aj® + 

und wenn man die iniie der GleichaDgen (117) enlmckelt, ond 
die höheren Potenzen von Ar, A^, Aj, AX, AY, AZ vernachlässigt: 

d^® + Ayd;® + At?d^a^,® + A|dt^l® 

X + AX ^ 

__ d^^® + Aydyd^® + Aydv'g+A>a^,d^g 
y+AT - 

d^® + Aydyd^® + AyV^®+A|d^'® 
^ Z + AZ 

Snbtrahirk man diese Gleiehnngen von der dritten der Gleichun- 
gen (116)9 80 erhält tnsß: 
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X + AX "^ 

'^ AY.-^^ Ayd,dj,®--A9dj»®-Aidj,dj® 

8-, :^ . Y + AY "^ 

d,® 
AZ . -^ Ay d,dj ® - Apdj^dj ® — Ajd*® 

= Z + AZ • 

Bezeichnet man jetzt durch R und t die Radii vectores zu 
den Punkten D und E^ und setzt: 

(120) 
X«ÜR, Y = VR, ZaWR, 

;s«f, ^aOr, }s»t, 

SO wird die Höhe der Zone 88' ^'^ O' — ^h gleich sein der Plre- 
jection der Linie D8 auf der durch D gezogenen Normale, wdche 
parallel mit dem Radius vector OB ist, folglich: 

(121) 
>i-.Q 8 nAX + l»AY + t9AZ, 
rihd ebenso die Höhe der Zone VW'': 

(122) 
T » ÜAy + VAp + WAj, 
und folglich, wenn man die Gleichungen (120) berücksichtigt: 

(123) 

t(>,— §) — Rt ä yAX + 9AY + jAZ — XAy — YAp — ZA|. 

Holtipücirt man jetzt die. Zähler und Nenner der'Brüche (119) 

respective mit Al^, A^, Aj, und addirt die Zähler und Nenner unter 

sich, so wird man mit Rucksicht auf die Gleichungen (116), (117), 

(118), (123) erhalten: 

, g(>,^Q)-.RT dyF(y,y,|,t) 

Ay(X+AX)+A|>CY + AY)+Aj(Z+AZ^ * . X 
und dieser Ausdruck soll nun jedem von den drei Brüchen (119) 
gleich sein, und folglich mit den Differenzen At, A^, A}, AX, AY, AZ 

Terschwinden. Weil nun ^ — * ^ * im Allgemeinen nicht mit 

diesen Grössen verschwindet, so mnss der Ausdruck: 

(124) 

r(>.— g) — Rt 

Ajr(X+AX)+A|»(Y+AY) + A|(Z+AZ) , 
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sehr klein sein. Non ist aber wegen der Gleichungen (116), (120) 
und (121) j 

Ay(X + AX)+A9(Y + AY)+Ag(Z + AZ) =:= 
r» (| + Ay)(X + AX) + (p + A9)(Y + AY)+a + Ai)(Z + AZ)^ 
- yX - 9Y - ^Z — (yAX + |?AX + jAZ) « 
= — (yAX + ^AY + jAZ) 

SS — r (uAX + vAY + wAZ) SS — r(x,— q) 

und der Brach (124) redacirt sich folglich auf folgenden Ansdruck: 

J5-.^-l 

>.-Q r *' 

und ^ weil ^dieses Verhältniss annäherungsweise gleich Null sein 
muss, so hat man: 

oder weil R von r sehr wenig verschieden ist: 

(125) 

Angenommen jetzt, dass der ^tangirende Plan zum Punkte E der 
characteristischen Fläche diese nicht gleich schneidet, so wird die 
von der Kurve V V F" ' eingeschlossene Zone gleich sein dem Pro- 
daet von t in der Peripherie eines Kreises, dessen Halbmesser das 
geometrische Mittel zwischen den beiden Hauptkriimmungshalbmes- 
secn der characteristischen Fläche im Punkte E sind. Diese bei- 
den Krümmungshalbmesser variiren nun so wie die Coordinaten 
des Punktes E proportional mit der Zeit, und sind folglich dem 
Radius vector r proportional.' Ihr geometrisches Mittel wird folg- , 
lieh auch proportional mit diesem Radius vector sein, und wir kön- 
nen es folglich durch: 

kr 

vorstellen. Die von der Kurve FF'F" eingeschlossene Zone wird 
folglich gleich 

2«kr . i (>.-q) 

mn.. Bezeichnet man jetzt durch 6 den Winkel, 'welchen die Nor- 
male in E mit dem R^ios vector 0£ macht, und beschreibt um 
E mit {\E als Halbmesser eine KugeliQäche, so wird die Projection 
der Zone VV*V*' auf diese Kugelflä^he gleich 

1 ^cos^ 

r * 
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teiD, UDd die von W%'' ^geschlossene Zone folglich glodi 

Ä «B 2«k . -^^ cos6 

t * 

sein. Bezeichnel man jetftt diireh $ den Theil von P, welcher 
Werthen 'von p nnd q entspricht, die Polarcoordinaten der Punkte 
auf die Zone ft vorstelle , so wird: 

und folglich, wenn man den Werth von Jt snbstituirt: 

und weil Si und folglich auch $ verschwindet, wenn (■*>>: ^ 

<P — ^ — ©cosödij. 

e 
Um hieraus den Werth von P zu finden, braucht man nur statt« 
im Iqtegrationszeichen — £ ^ n setzen, folglich: 

— ©C086dQ 

— « 
oder weil: 

>i as U« -f »y + tt»ft + st a «' + st, 

WO «,y,s die Coordinaten des Punktes A sind: 

(126) 

r'k+^' 

P«^ — 0costfd§. 

— i 

Dieses in die Gleichuog (115) eingesetzt giebt: 

(127) 

wenn man su^eidi den Werth von eubstituirt. Hier beseieh» 
nen tt, i», to die Cosinus der Wiokel, welche der Radius Tector 
cum Punkte E der characteristischen Fläche, oder die mit dem- 
selben parallelen Normale zum Punkte D der WeUenflftdia out 
den Coordinataxen bildet. Diese können abgeleitet werden aus 
den Gleichungen: 
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(128) 



g(«.y,«,t) «bO 




d» « (', », *. t) d, 8 (*, y, «, t) d, % (#, y, «, t) 
u« + i>» + »« «s 1 

and ihre Zeichen müssen so gewählt werden, dass sie der Glttchong 

. (113)^ 

U« -f Dy -f WS > 

Genüge leisten. Ourch^ 6 wird der Winkel bezeichnet, welchen 
die Normale in D mit dem Radios vector dieses Punktes macht, 
und man hat folglich: 

cos«-üi±.lilL±JIi«i!. 
r r 

Durch k wird das Verhältniss zwischen dem mittleren Krümmungs- 
ndius des Punktes JS in der characteristischen Fläche nnd dem 
Badios vector dieses Panktes bezeichnet. Um das Integral im zwei- 
ten Gliede der Gleichung (127) wegznsphaffen, kann man setzen: 

4jn(Q) » g(0 
and in Bezug auf t dijQTerentiirt, so erhält man, weil d^Q^a^s: 

— e 

oder: 







(129) 






df-*» - 


P-^- 




(e' + rt) 


kcMS 


wdlf(— t)-iO. 
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die rechte Seite dieser Glei- 
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btegrirt man hier durch partielle Integntioii, imd bemerkt, daH 
^(a) ao vne sdne 2n— 3 ersten Differentialen mit a verschwin- 
den, 80 erbSh man: ^ , 
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o « ^ . 

oder: 

1.2:3. ■.!;(2-2) -^^^''^ 

O 

und wenn mao den Werth von 9 0^) einsetzt: 
. (130) 

**- V 1.2-3 (2n-2) • IF(a,D,tt,8)]. • — ^^' 



§. 9. Ueber die Begrenzung der Wellen*). 

Die innere Begrenzung der Wellen ist unter denselben Voraus- 
setzungen wie im yorigen Paragraphen dureh die FlSchö [siehe (112)]: 

(131) ^ 
S(*,y.»it,— SB 
bestimmt. Nimmt man nSmlich an, der Punkt A^ (^92^9^)9 läge 
innerhalb dieser Fläche, so könnte dieser Punkt nicht der Schei- 
tel eines um die Fläche LMN (112) beschriebenen Kegels wer- 
den, wo q zwischen den Grenzen — £ und +<• eingeschlossen ist. 
Das 2n^2te Differential der principalen Function und folglich 
wegen der Gleichungen (25) auch diese Function selbst wird yer- 
* schwinden, und es wird dann im Punkte ^ weder Versdhiebnog 
noch Geschwindigkeit stattfinden. Die Fläche (131) bildet folg- 
lich unter denselben Voraussetzungen wie im. yorigen Paragraphen 
die innere Grenze der Wellen. 

Liegt der Punkt A ausserhalb der Fläche: 
(132) 
?(*,».».'.+«)«= 0, 
so dass sein Abstand von der Wellenfläcbe grösser als t ist, so 
giebt die Gleicbung (127): 

weil Qn(Q) eine ungerade Function yon q ist. Die Fläche (132) 
wird' folglich die äussere Grenze der Wellen sein, und ausserhalb 
wird weder Verschiebung noch Geschwindigkeit stattfinden. — 

> - *) Compte r^n Tome XIII. pag.189— 197, 494-^97. 
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Wir haben bis jetst ▼oraosgesetzt, der W«rUi yon df*"*^« 
wäre anfänglich nur innerhalb einer sehr kleinen KogeUäciie merk- 
bar; nehmen wir feist an, es wäre staAt dessen nur . innerhalb 
«Der gewissen Fläche Q merkbar. Man braucht dann nur den 
Anfangswerth von dj'^^o) in Theile zu terlegen, deren jeder nur 
innerhalb einer sehr kleinen Kugelfläche bemerkbar ist. Um dann 
die innere und äussere Grenze der Wellen zu erhalt#ti, braucht 
man nur die Fläche Q so zu bewegen, dass jeder ihrer Punkte 
eine gerade Linie beschreibt, gleich und parallel mit einem Radius 
vector O^, vom Anfangspunkte der Coordinaten O zu einem be- 
liebigen Punkte A der Wellenüäche gezogen, und dass der Punkt O 
in diesen Punkt ^ fallt. Die innere und äussere Enveloppe der 
verschiedenen Stellungen, welche die Fläche Q auf diese Weise 
einnehmen wird, mit Hinsicht auf die verschiedenen Stellungen des 
Pnnktes A^ werden dann die innere und äussere Begrenzung 
der Wellen. — 

§. 10. Particuläre Integrale der Gleichungen der un- 
endlich kleinen Bewegungen eines Systems von 

Molekülen*). 
Die Gleichungen der unendlich kleinen Bewegungen eines Sy- 
stems von Molekülen sind: 

(14) 
(L-il>)4 + R«+Q4 = 0, 

R4 + (M_d«)a, + P4 — 0, 

Q4 + Pv + (N-d»)4 = a 
Um diesen Gletchongen Genüge zu leisten, braucht man nur 
die Hauptvariabeln 4, ■", 4 derselben EsponentialgrSsse, deren Ex- 
ponent eine lineare Function von x,y,»,t ist, proportional zu 
wtien; foklidi: 

(133) ; 

I - u«+vy+w*-8t; ^ u«+vy+w»— «t; u*+vy+w*— §t 

ss:^e 'usssBe ^^zVe 

wo u, V, w,s,^, B, C folgenden Gleichungen genOgen müssen: 

(134) , 

(2-s»)j + aiB+ac = o, 

»A + m—»*)B + VC — 0, 
£L4 + qH»+(W— ■«)C« 0, 



*) Caacby Bz. d'An et de Pb. Math. Tomel. pag- i— iO. 
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fvo die Werthe Ton £, 9R, 91, $, 0, 81 aiis denen von L, H, N, P, Q, R, 
(12)) bergeleitet werden, wenn man in diesen atait der Characto- 
riatiken d,, d^, d^ die Grössen n, v, w einsetxt. Setzt man folglich: 

(134) 

«-s[-.f(r)(e-+''+ü?l)]. 

^ « s[^a,f«(e"'+''+!^'i-(-.+.,+w.)- (5f±!|±=^)} 

80 werden: 

(135) 

£=®+d:», a»-©+d;«, «R»0+d4», 

EUniDirt nun jetzt die Pacioren A, B, C aus den Gleichungen (133)i 
80 erbfilt man die folgende Gleichung: 

(136) 
S = (8«-8)(8»-aR) (8*— 9?) - !P« (8«-8)-jD«(8^-!R)-ai*(«»~9^)"- 

Nimmt man jetzt an, s sei eine beliebige Wurzel dieser Gieichnn^ 
und bezeichnet dnrch a^ß^y willkührliche Constanten, so können 
die Gleichungen (133) so geschrieben werden: 

(137) 

(8 — 8«)^ + 0ej? + JDC?r= — aS, 

0e^ + (9R~8»)J? + !pc'-s — /3S, 
jQ^ + »J? + (9^- 8»)C «s — yS, 
und hieraus erhftlt man: 

Cwm^a+Vß + %y, 

oder: 

(138) 
J B C 

fa + %ß + ^y "" %a + fiß^Py ^ ^a + Pß + My' 

wo f,|B,ll,|l, 01,11 durch die folgenden Gleichungen bestimmt sind: 

(139) 
#-(•»-«)(.»- 9») -^•, iB-i(.«_8)(.»-!»)-D«, 

« — (8» -2) (•»-«») — «», 
»»q»(B»— 2)— JM», « — D(8»— «)-<|J«, m — «(a«--«»)— »Q. 
Die Werthe Ton a, /), }' and TviOkfihrlicb; nimmt man an, swei 
derselben seien gloch Nnll und der dritte Werth gleich der Eln- 
hdt, so wird: 
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B II C e , 

^ - «' :i "= ¥' ^^"^ 

und folglich, wenn man durch A^y A^^ A^ drei beliebige Con- 
stanten bezeichnet: 

(140) 

4«j.f"' + " + ''--**, v = ^. «."• + '" + ''—*. 

4 ae ^^ee ^ '^ , oder: 

(140') 

4 «s uli>e ^ '^ ,, oder: • 

(140") 

4«^.ee" + "^ + ^''^'\ .=.^.|le"' + ^^ + ^'— \ 

§. 11. Particalfire Integrale der Gleichnn^gen der an* 

endlich kleinen Bewegungen zweier Systeme von Ho^ 

lekülen, die sich gegenseitig durchdringen*). 

Die Gleichungen der unendlich kleinen Bewegungen zweier 
Systeme von Molekülen sind: 

(21) . ^ 

(L - d,»)4 + Rv + Q4 + L,4' + R,«' + 9,4* - 0, 

R4H- (M - d')v + P4 + R,4' + M,v' + V^i' == o, 

Q4 + I^' + (N-a»)4 + Q,4' + P,«' + N,4' - 0, 

,L4 + ,Rv +,Q<;+(L„-dJ)4' + R,X+ «»4* - 0, 

,R4 +;M« + A»4 +R„V + (M„-aj)a,+ P„^ « 0, 

,Q4+,P«+,N4+Q„4'+P«-"' + (N„-d?)4' -= 0. 

Dm diesen Gleichnngeii Genüge ca leisten, brandit man nur die 

H«iq»tyariabela i, v, 4, 4', v', i' derselben ExponentialgrSsse, de- 

im Exponent eine HneSre Function von x,y,«,t ist, proportional 

n aetten; folglich: 



*) Caneliy Ex. d'An et de Pii. Math. Tom« I. pag. 43—48. 
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(141) 

o«+vy.+w* — 8t ^ nx+vy+yi9z — st , ^ we+yy+^»—^ 

isssAe , vssBe , 4^Ce , 

,/ -, '»?'+vy+w*— st , ' ö*+vy+w*— st M+vy+wa-st 

wo u, y, w, s, ^, JS^ C, ^'^ 0^ C den folgenden Gleichangen 
Genfige leisten müssen: 

(142) . 
( 8 — s*)^ + f»B + ac + 8,^' + f»,Ä' + Q, C « 0, 

ütA + (aR-8«)ß + VC +%^ + a».B' + <p,c' » 0, 

,8-J + ^ß + ,fOiC + {i„ - 8>)^' + {»,,Ä' + Q,,C — 0, 

,0ej +,aRii+ ,?jc + w,,4' +'(aR,,-8>)i^ + v,,c = o, 

,JD^ + ,!P/I +,!»C + Q,,^' + <P,II' + (5I^' - s*)Cf » 0, 
wo die Werthe von 8, «TO, ... . . S,, 3»,, • • - w^» /3Ä, . . . . 8,„ 3Ä,„ .... 
ans denen von L, M, • . . i. L,, M,, . » . . ,L,. ^M, .... L;^, R|^^, .... 
(19) hergeleitet werden, wenn man in diesen statt der Characte- 
ristiken d«, d^, d^ 3ie Grössen u, y, w einsetzt. 8etxt man folglich: 

(143) 

© = 8|mf(r)(e~+'»+!L\)|-S|«i'f,(r)}, ', 

6 - s 1^ a, f (r) (,'"+^+!L°i _(„+^+w,) - t°'+^/-'V) I , 

-S|S:d,f.(r) ^"*+^/-'^' |. 

*, - 8|=:a,f,(r)(e-+'*+!l'l_(a.+^+w.))|, 

4> - s|Bd,f,(r)(e-'+'*+!L*l_(a. + v, + w.))|, 
®„- S|m'f„(r)(e"'+^+:i\)(- S|mf,(r)|, * 

80 werden: 
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(144) 

y — d,d^«, ö-id,d,iB, ai«d,d,j&, 
2,«0, + d:j&M a», "»®, + d«*,. »,-=®/ + di«„ 

^ = ,© + d:;j&, ,a» = ,0 + d;,fi, ,9?-,0+d;^, 
,V » d,d;,,jB, ^ = J.dw'*. /» « JA»». 
2« - &„+ili),n a»// - 0«+«»;»«, 5»,. - ©«+d4A„ 

EUmidirt man jetzt die Factoren A,BiC, A', B\ C am den 
Gtnchnngeti (.142), so erhStt man die folgende Gkiehang: 

(145) 
8- (•»-2)(«»-aR)(s»-8«)(8»— V) (,«^a) (,»_«)- etc. . . « 0. 
Nimmt man' jetst an, s ad eine belidiige Wonel dieser QiiA- 
chnng nnd bezeichnet dafcb et, /}, y^ '«') ß'y y* sechs helidiige Con- 
stauten, so können die Gleichungen (142) anf folgende Weise ge- 
sdirieben werden: 

(146) 
(2 — s«)^ + KB + aÖ + 2,^' + SR,B' + D,C B- ~ aS. 
SU + (!IJl-«»)B + ?)C+S»/^+aR»I»'+^,<'',-» — /»s, 
£L1 + <pi» + (9?— s»)<? ■\-Z^Ai+ %» + %<? ^- yS, 
^ + ^B + ;DC + (2„ - 8»)4' + 3«„B' + a,C — - o'^S, 
.KB +,!IRB+ ,«PC + {lfl,H4'+ (aR„-.')B' + %,0 «z _^S, 
^ + ,^B+,9»C + Ö„J' + <P„B'+ (9?„_s»)0' « -/S, 

nnd hieran* erhSlt man: 

^ = #« + «ß + «tty + l^o^ + m,/?* + «,5^, 
B - »« + #»/S + >y + «,a' + A/S' + py, 
• C - «« + »ß + «y + «,o' + Tf,ßf + «y, 
^ « ,Ja + ,«^ -»- ,ey + |'>,a' + »„^ + «„/, 
B* - ,«a + 4»^ + ;»y + «„<»'+ ^»„iSK + »„y, 

c «,«>« + ,»iJ + ,«y + e„a' + I^»i3' + ««y*. 

•der: , 





(147) 








4 






f« 


i + «^ + «l>y + #,a' 


+ \ßf + »y 






B 






%a 


• + JB/J + |ly + «X 


+^/ß' + l»,/ 






C 




,^ 
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A» 



^_ Bf _ 

. - . C ' ' ' 



WO f , #, . . . 1,, P„ • • . /J. »ff . • • • J«> ff// • • • durch die folgenden 

Gleichongen bestimmt nnd: 

(148) 
# « - (4« -3){) («» - 9?) (a« - 2„) (8* - 5K„) (8« - g?„) + . . . . 
jB a» -(.«^8) (i» -«) (e* -8„) («'-OR^Xs» -«„) + . ... 
m = -(«»-8)J(»»-aR)(B•-2„)(e»-SK„)0^•-«„)4;.... 
|^ = <p (8»-8) {8«-2„)(»*~aB„)(s»-9?„)- 
« = a (.» -5K) (8' -8„) («' -SW„)(8'- «»„) - 
» = J» («> - 9?) (8» - S„) (s» _S!K„)(8^- «»„) - , 

#;«> 8(8''-a)^(««-{»)(i»-»)(8»-«„)-^. 

m, a» »»(•» ^ 8 ) (8» - W) (8* - S„) (»» - %,) - - 

«, *. 9K«» - 2) (•» -SB) (8» - 8„) (8« -a»«)- . 
y, » «p,(8> - 2) (8»-!R) (8» -2„) (8» -SK,,)- 

», a a,(8»-gR)(8«^«R) (8»>-8*)(8>-a»„)- 

«, = % (8» -SOI) (8» - 5») (8* - 2„) (8» - %,) - . 
,f a ^ (8» ~«W) C8» - m (8» -3R,^(8» - «R„) - , 

48 « ,a>}(8» - 2) (8» - m (8* f 2„) (8' - 9?„) - . 

,« » ,«R(8» - 2) (8» -g») (8» - 2„) (8» -5»,,)- . 
,1» = ,«p (8«~ 8) (8» -tK) (8* - 2„) (8» - 5R„) - 

,« ^ ,a(8» - 2) (8» -m) (s» -a»j(8» -gt,)- 

,m-S=^(8«-2) (8»-5») (8» -a»„)(8» -«»„)-.. 

, #„ «! -(8* _ 8) (8» - «K) (8« - 9?) (8» -a»,,) (8* - %,) + . . . . 

«„ = -(8» - 2) («« ~ g») (8» - 30 («« _ 2„) (•» -«„) + . . . . 
1»// -« */,(•• - 8') (s^ - 5») (8« - 5») (•' - 2„) - . ... 

e„ «a,(8«-«> (,.-*gR)(,«^ 5») <.»-«»„)- 

«„ ^m^w^n {«»^aBjcs»--«) (8»-»„)-.,.. 

Die Weräie von a, /!; y, «', /S', / sind willkflhrlich; nimmt man 
an, fflnf von ihnen seien gleich Noll und der sediste gleich der 
Einheit, so wird: 

A_ ' ,® 

4 .**•«''. 



B 
Ä' 
B 
A ' 
JB 
A ' 



m 
T' 

ff 

9 



C 
A 
C 



.JL 



B- _X 

4 «fr» 






oder: 



C 

,A 

£ 

A 



^^^, oder: 
•^. ■^»■^, oder: 
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7TT' l""r' T-T' :2- = T' T = T' '*^*'= 
«_Ä «'-JL Üalk »'_fiK ^-»^ „a*,. 

B _ », c _ 15^ il' _ «2 B* _ l»„ <?'_«„ 

nnd fol($Iich werden, wenn man dmch A^, J„ ^,, J«, A^, A, 

sechs bdidiige Cönstanten bezeichnet, die* Verschiebungen 4, f» 4> 
4' v', 4' durch eines- der folgenden Systeme von Gleichungen ans- 
gedifi(U; 

(149) 

^ ^ xt* + vy + vr»^Bt ^ ^ u» + vir + w* — it 

iss J^ge , V =» ^, He , 

4'= ^.^•••+^'' + ''*— *; .'= ^.,m.'" + '' + ^—'*, 

(149)^ 

. . ^ a* + ?if + w»— 8t ^ ii« + ?y + w*-8t 

a#+vir + wa — «t 

4'cs Ji,%t " , vsB ^s4ie 

a« + vy + ws— st 

(149)« 

, ^ ^ 0* + Vy + W» — »t 0«+Tlf + W* — «t 

? A M " + ^y + ^*-"** 

.4'=:.^.,!ae" + ^^ + "*-"* 

(149)™ 

1 >. 4- ii« + vy + w» — ßt ii* + vy + w» — 8l 

> A HS o*+V8r + w»-8t 
4«sit4^,e 

,. . -. fi4r + ty + WÄ-Bt ^, ii* + vy + ^*-«* 

UX +V|f +W» — 8t 
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(149)'^ 

A M n» + vir + w»— »t . . u» + ?ir + w*-.»i 
A «I a» + ¥y + w* — «t 

4 SS ^fiF/« , 

§. 12. Zasammensetznng der allgemeinen Integralen 
aas den particulSren. 

Die allgemeinen Integralen der Gleichange^ der unendlich klei- 
nen Bewegungen eines oder zweier Systeme yon Molekülen» welche 
wir in den Gleichungen (30) und (35) gegeben haben, können als 
die Summe einer unendlichen Uenge particulärer Integralen der 
Formen (140) und (149) angesdien werden. Betrachten wir näm- 
'lich den Fall zweier Systeme von Holekülen, so wird die Summe 
der Terschiedenen particulären Werthe von 4 (149) werden: 

wo 8 eine Wnrzel der Gleidrang: 

(145) 
S 8? F(u,y,w,8) 8 0. 

Addirt man nun wieder die den verschiedenen Werthen von s 
entsprechenden Werthe von 4i jeden mit einem Coefßcienten mnl* 
tiplicirt, so wird:*) 

ux + yy+y?» — «t 
« « tiÄj+A,%+A,€i+Aa,+A,%, '+ A.9i,)t^^^^———j^^ 

Wf+y|f+w«+et 
^tiÄa+A,lA+A,iei+Aa,+A.lA,+A.%) ^ ^^^^^^^^^y , 



*) Siebe die Amnerkoog pag* 106» 
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weil f, « elc. und P (u, y, w, s) die gerade FoncUoDen von 0. 
Giebt man hier succcssive o,v,w alle mögliche Werthe zwischen 
— oojmd +Q0 und addirt, so wird; 

(»50) 



i^t iA,i 



. ^ f I f ii*+vy+w»+8t , , , 



—00 

Ebenso erhält man: 

(151) 



-QO 



^-^tlll(A,% + A,»+A,V+A,%+A,»,+A,V,)^^P^^ 



—CO 
— « 

4-« , 

u « // / ll«+V»+WJI+St , 

/// <^^^*+^^^^+^»^^+^^^/^+^^^/^+^«<^>) [Ffav>w,»)1 ' 

—00 ' 

iA,,%^A,»+A,»+A,%+A,»„+A.Tf,;i^„ dadvdw 

—00 «^ 

/// u*+vy+ws+8t 

—00 

Will man jetzt, dass die Hauptvariabein 4, v, 4, 4', v', 4' md 
ihre Differentialen dt4, d^v, d^^, dt4', d^, d^^' für 1=0 den fol- 
genden Gleichungen Genfige leisten sollen: 

(32) 

I 4 ■» g>(«,»,»)i V O! i|. (», y, «); 4 SB j^(x,y,*), 

4' = g''(«,y,a)5 v'aB,;^(*i,,»)5 4'bbx' («,»,»), 
^«4 = «(x,>,»)5 djv SS «(x,y,s); (Jj^ s X(*,y,»), 
dt4' - «'(ar,y,s); d,iy « flr/ (,,„,), d^^* n.¥e(f;«ö^gle 

I 
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80 m«88 man affiniliar, weil #^ A II ete. gerade Paoetioaeo voai t 
aind und weä imoMr: 

seteen: 

(152) 

A^wmC^-^ c[t, a^mmc^'^ c;«, ii3 sa c, + eii, 

it« » e« + cfi«, ii, « e, + c;«, ii, == ^6 + c^i», 

wo C^, C^, C,, C^ . . . . nnabhSogig von 8 sind. Man erhält dannj 
weil die Grösse fj JB» V, t,n f^/n % Fonction des 2n — 2toi 
Grades nnd die Qbrigen nar vom 2n — 4ten Grade in Bezng aof s 
sind) während S b F (1I9 v, w, s) 2nten Grades ist, nnd weil folglich: 

^m: '^m ' ^1^ *• 

die Gleicbaogen: 

+• 

—00 
+» 

— w 

+• 

i|,(*,R.) «^^^c;e°*"^'*''"'"dodTdw, 

— « 

«r(x,p,») «^^C,e'^"'''*+'"dttdTdw, 

— OB 

x(..v,.) -^y$(/c;e'*+'»'+'''d.dvd,v. 

-f.« 
— « 

Digitized by LjOOQiC 



d^ W^Ueiibewtigiiiig* 113 

— QO 
— 00 
—CO 
CO 

Vergleicht man diese Formeln mit der Formel: 
(41) 

• ' .u(Xi^ju,«>).d>id/i.dyAidTdw 

so deht man, dass man machen mnss: 

+ 00 



OD 

+ 00 






- KixXr^'JJJ * W(X..^v)d>.dMdv, 
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+• _ _ _ 



— OB 
+ • 



— 00 
— CO 
— CO 

+• _ _ _ 

— CO 

CO 

— 90 

Sabstituirt man diese \Verihe in den Gleichungen (152) und die 
hierdorch erhattenen Werthe von ^^^ ^, . . . . ^^ in den Glei- 
chungen (150) und (151), so erhält man eben die Integralen (35)} 
wenn man noch bemerkt, dass die Grössen ^9 Jtt etc. aus den cba- 
racteristiscben Functionen £, M.,,\ (34) heryorgd)racht frerden, 
wenn man d^, d^, d« mit n, v, w wechselt. «-« 

§. 13. Einfache Bewegungen ein^s ö,der zweier Systeme 
von Molekülen*). 

Die Integralen (133) und (141) werden einfache. Integralen ge- 
nannt. In diesen können die Werthe der verschiedenen Constanten: 

u, V, w, A, B, C, A\ B't C 
und folglich auch die Werthe der Hauptvariabein: 

4, V, 4, 4', li', 4^: 



*) Caucby Ex. d'An et de.Pfa. Math. Temel. pag. 10— 1^ 0. 48-52. 
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reell oder imaginär sein. Im ersten Falle tverden die Gleichun- 
gen (133) und (141) die unendlich kleinen Verschiebangen der 
Molekülen in einer Bewegung, die im Verhältniss zur Constitofion 
des einen oder der beiden gegebenen Systeme von Molekülen un- 
endlich Klein ist, vorstellen. Im zweiten Falle werden die reellen 
Theile der durdi die Gleichungen (133) und (141) bestimmten 
Weiche der Hauptvariabein noch den Differentialgleichungen (14) 
ond (21) Genfige leisten, und diese reellen Tbeile werden dann 
augenscheinlich die unendlich kleinen Verschiebungen vorstellen. 
In jedem Falle wird die nnendlicb kleine Bewegung, welche die- 
sen Werthen von 4i v« 4» 4S v', ^ entspricht, eine einfache Bewe- 
gung genannt, und durch plane Wellen sich fortpflanzen« Die 
durch die Gleichungen (133) und (141) gegebenen Werthe von 
4, ij, 4i 4^ '^\ ^ werden im ersten Falle die wirklichen Verschie- 
bungen, im zweiten Falle die symbolischen Verschiebungen der 
Holekölen längs der drei Coordinataxen, und die Gleichungen (133) 
upd (141) werden im letzten Falle die symbolischen Gleichungen 
der einfachen Bewegung genannt Setzt man folglich: 

(153) _ _ 

ii«Ü-t-«i/CIi, TB.V+»l/=l, w=W+«\/— 1, •■sS+tl/— 1,, 



•e , 


B = 


be , 


C 


Wce , 


A'^ 










B'. 


Bsb'e , 


C = 




ü, V, W, 


tt, t>, 


V), S, », a, 


b, 


c, a', b', c', 


h f^ 


".>',>',"' 



reelle Grössen bezeichnen, und wenn man noch der Abkürzung 
willen^ setzt: 

(154) 

q SB UX + «y + WZ, P as Uä: + Vy + W*, 
SO werden die reellen Theile der Gleichnngen (141): 

r (155) 

P— St 

4 SS ae co8(^ — «/ + >*), 

P— St 

V «B3 be cos(q — «I + m), 

P—St 
4 ES ce cos(q — 9< + v), 

P— St 

4'»Ä'e . ces(Q — *^+X,0, 

P— St 

19* SS b'e cos (e ^ «^ + A*0» 

P— St 

^'«c'e cos(e — */ + ^'). rooal^ 
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Aos den ersten dm Gleidrangen eriiält man^ wenn >«, h^ » gleich alDd: 

(166) 

7 *" b =* ^' 

wenn ^ fh^ ungleich sind, in Folge der bekannten Formdn: 
eosttsinO — r) + cosiSsinfy — a) -f ce89>Bin(a— ß) :üsO, 
coa"/5 + cot^y — 2COB/3 coByconiß-^y) «» •*<>* (ß-^y)» 

welche stattfinden für beliebige Werthe von a, ß, y, and weon 

man in diesen Formeln setzt: 

(157) 

— 8in(^ — r) + -r-8in(v — >») H sin(A. — /a) ob 0, 

• a . . D ♦ ' • c 

Ebenso erhält man aas den letzten drei Gldchongen (155), weon 
V, luJ, 1/ gleich sind: 

(158) 

4' :"' £ 

a' "^ A' * c'' 
wenn V, /i,', v' nngUich atnd: 

(159) 

•^ A..(m'-^) + priXV-X-O + f «ln(V-^') « 0, 

Die von jeder Moleküle des ersten oder zweiten Systems von Mo- 
lekülen besdiriebene Linie vnrd folglich immer eine durch die 
. Gleichungen (156) und (158) ausgedruckte gerade Id nie oder eine 
durch die Gleichatagen (157) und (159) ausgedrfickte Ellipse seio. 
Diese Ellipse kann sich auch auf einen Zirkel reduciren. Der un- 
veränderliche Plan, mit welchem diese Ellipse immer parallel ver- 
bleibt, ist für das erste System von Molekülen durch die folgende 
Gleichung ausgedrückt: ^ 

(160) 

X V s 

— sinCu-— v) + f-sio(v — X») -J sio(Xi— ^) sbs 0, 

a o c 

nnd für das zweite System durch die Gleichung: 

(161) 
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Um den am Ende der Zeit t darch den Radios veetor der ersfeft 
Ellipse beschriebenen Secfof m finden, braucht ttiaa nw ttt be- 
merken, dass die Projection dieser Ellipse auf den Plan (i>< 4) 
durch die letzte der Gleichungen (157) gegeben ist; die Projection 
dieser Ellipse auf den Platt (v, 4) wird« folglich gleich sein:*) 

*yl4d,t,-'ud,4)dt 
p 
Nun ist aber wegen der Gleichungen (155): 

^d^v Äft — S^i> + a{t>tBiftg(5 — */ + /t), 
-udj <J '*tt — 84i> + *<3tj tsög (g -- *# + v), 
folglich: i ' 

(162) . . 



iy (4dtv— udt4)dt :±= i*yA«Ji;tattg(§---«^+/i:)--tÄDg(Q--Ä/ + i 



0],dt < 



i shcJ^J^md^-v) /t:;t^**^fc 



• k 2P. . ,/<. — 2St\ 

Äj^.bce 8ii(iu.*-'v) f 1— e V 

Dividirt man diese, f r^'tctien UEiil dem ICosüms der Winkel, welche 
den Plan der Ellipse mit dem Plaite (*»>,, <) machen, so erhält man 
den gesuchten Secfor. Aus der ersten «der Gleichungen (157) sieht 
man aber, dass der 'Cosinus «dieser Winker ist: ■•■> j -' 

folglich wird der gesuchte Secto* gleich: "^ i . . . ' 

< 163 ) 

$ 2?/ 2St\ 

' ..;; r_ ! .. .:/?•■ . ... . 

. Ebenso wird der am Ende der Zeit t vom Radius vector der zwei- 
ten Ellipse beschriebene Sector gleich: 

ge (^l-e Jv/[b'*c'nin»(/L'--v7+ä''c'*sinMV-V) + a'>b'*8in»(V-/tO]. 

. Das Verhältniss zwischen diesen beiden Sectoren wird folglich un- 
abhängig Ton t, Xj y, » sein, und folglich dasselbe yerbleiben in 
jedem Augenblick, so' wie -in 'jedem Pitakfe des Raumes. — Wenn 



*) Moigno Lebens de caicul differentUl ^«g. !285. izedby Google 

13* . 
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S yerschwiadet, d. i. wenn die Venchiebongen nicht mit der Zeit 

.abnehmen, 60 sind diese beiden Seetoren der Zeit proportional, da 

man dann hat: 

— 2St 



tff=) 



Bezeichnet man durch: 

die Coainns der drei Winkel, welche eine feste Axe mit den po- 
sitiven Coordinataxen bildet, nnd nennt ^ und >' die Versdiiebao- 
gen parallel mit dieser festen Axe, so werden: 

(165) 

>^ = a« + /3v + yi, >'«a4' + ^v' + y4S 
und folglich, wenn man um abzukürzen setzt: 

aacos>« + b^coo/u -|- eycosv ss hcosp, 
aano>« + hßnnfL «1- cymv «s hsiop^ 
a'acosV 4. V/3'eos/L -f* tfj/eMv aas h'cosp^ 
a'aaioV + h'ß'unfi + e'o/mnv » h'Bbp':> 

(166) 

P— St 

;> Hl be cos(« — «I+PV 

P*~St 

^'«b'e co8(e — «<+pO. 

In Folge dieser Gleichungen werden die Verschiebungen einer Ho* 
leküle längs einer beliebigen festen Axe verschwinden: 

1* in einem gegebenen Augenblicke in einer Reihe von HI- 
nen, die dem durch die Gleichung: 

(167) 

q wm u* + Vf + w» mm 
bezeichneten Plan parallel sind, nnd der Abstand zwischen zwei 
auf einander folgenden Plänen wird die Hälfte des Abstandes: 

(168)- 

sein, wo 

(169) 
k -»/£«* +••+••! 
2* f&r ane gegebene Molekfile in Angenblicken, deren Untenchied 
die Hllfte des Zeüinterralls: n i 
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(170) 

Dieser Abstand 1 aq^ diese lotenralle T, welche die Dicke 
einer planen Welle und die Daner dner Holeknlfirribration be- 
zeichnen, sind folglich dieselben far beide Systeme von Molekiilen, 
so wie der unverfinderliche Plan (167) , mit welchem die Pläne 
aller Wellen parallel sind. Die Fortpflanzangsgcißcbwindigkeit S» 
welche durch die Formel: 

(171) 

bestimmt wird, ist auch gemeinschaftlich ffir beide Systeme, so 
wie auch die Exponentialgrdsse: 

P— St 

welche derModnl der einfachen Bewegung genannt, und das 
Binominm: 

welches das Argument der einfachen Bewegung genannt 
wird. Die AusdrQcke: 

g + p e + p' 
~k~' k 

werden die Phasen der einfachen Bewegung des respectiven 

Systems von Molekülen genannt In Folge der Gleichnngen (166) 

werden die grdssten Abstände der Schwingungen zu beiden Seiten 

oder die Amplituden, parallel mit einer festen Axe gemessen, 

im ersten Systeme gleich sein: 

2he , 

und im zweiten Systeme: 

2h'e 
Diese Amplitude ist folglich im Allgemeinen verschieden in den 
beiden Systemen, so wie die Grössen p, p', welche die Winkc^l- 
parameter der festen Axe genannt werden. Das Verhältniss der 

h' 
Amplituden zweier correspondirenden Molekülen beider Systeme -^ 

wird dasselbe überall und zu jeder Zeit sein. Wenn P und S 
Null sind, so werden die Amplituden der Schwingungen 2h und 
2h^ nnd folglieh eonstant. Die Bewegung wird ferner für einen 
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unendlichen Werth von t erldicben, wenn S nicht Null ist, so 
wie auch für einen onendlicben negjstiven Werth von P. Wenn 
P negativ verbleibt, werden aach die Amplituden der Schwingun- 
gen in einer geometrischen Progression abnehmen mit dem Mo- 

P— St 
dttl e , wibrend der Abstand vom Plaoec 

(172) 

P PF U« + Vy + W» 9« 

in einer arithmetiscbeii Reihe sunimmt 

Man wird folglich im Allgemeinen f&r jedes der zwei Systeme 

drei unveränderliche Pläne haben, nämlich: a) den Plan (160) und 

(161), welcher parallel mit der von der Moleküle beschriebenea 

Kurve ist, und welcher im Allgemeinen nicht gemeinschaftlich f&r 

beide Sjsteme sein wird$ i) den Plan (167), welcher mit dem 

Wellenplane parallel ist$ c) den Plan (172), mit welchem jeder 

Plan, wo die Molekülen sich befinden, welche dieselbe Amplitude 

haben, parallel ist. Die zwei letzten Pläne sind gemeinschaßlich 

für beide Systeme von Molekülen. 

Setzt man die halbe Amplitude: 

(178) 

. P-St .,P-St , 

he =;s a, he css a' 

und ferner die Phase: 

(174) 

Q + p. ^ „ g + p' _ ^, 

8Q werden die Gleichungen (166) in die folgenden verwandelt: 

(175) 

»-— Kf-T)l-— ItCI-OI. 

»--•'"lKl^-T)h-'-lT(?-)l- 

Die Geschwindigkeiten längs einer festen Axe werden zur Zeit t: 

(176) 

Unter einer dieserFormen werden gewöhnlich die Vcrachiebungen und 
Geschwindigkeiten in den physikalischen Lehrbüchern dargeeteMt. 
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§. 14. Polarisation der unendlich kleinen Bewegungen. 

Die im vorigen Paragraphen betrachteten einfachen Bewegun- 
gen werden polarisirte Bewegungen genannt, und zwar li- 
near, circulär oder elliptisch polarisirte, je nachdem die 
Molekülen gerade Linien, Ellipsen oder Cirkol heschreiben. Die 
allgemeinen Bewegungen, die durch die allgemeinen Integralen (30) 
und (35) gegeben sind, kann man sich, wie aus dem §.12. er- 
hellt, dadurch hervorgebracht denken, dass in demselben Augen- 
blicke eine Moleküle alle möglichen Formen der einfachen Bewe- 
gungen ausführen soll. Die Schwingungen werden dann im All- 
gemeinen alle Punkte in der Nähe des Gleichgewicbtpunktcs durch- 
laufen, und wenn die Amplituden in jeder Richtung gleich sind, 
werden diese Bewegungen deswegen unpolarisirte genannt. 

Die einfachen Bewegungen finden, wie wir im vorigen Para- 
graphen gesehen haben, in einem Plane Statt, welcher für das 
erste System von Molekblen dem Plane (160) parallel ist Wählt 
man' jetzt das Coordinatensjrsfem so, dass einer der Coordinatpläne, 
z. B. der Plan (xy), diesem parallel wäre, und dass die Coordinat- 
axen der z und y den Äsen der beschriebenen £Uipse parallel 
wären, so wird: 

(177) 
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und die Gleichung der beschriebenen EUipse wird: 

weicht ein Cirkel wird, wenn: 

A »B. 
Eine elliptisch polarisirte Bewegung kann man sich folglich zu- 
sammengesetzt denken aus zwei rechtwinklig unter einander linear- 

polarisirten Bewegungen, deren Phasen um 1,-;;- difleriren, und 

deren Amplituden im Allgemeinen verschieden sind; nur wenn 
die Bewegung circulär -polarisirt ist, sind die Amplituden gleich. 
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etedrical combioations to the preservation of the copper afaea- 
ting of ships and to other purposes« Ph. Tr. 1824. p. 242* 
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E Davy, fnriter reieai^cheB on ihe irreserration of metals by elec- 
tro-cbemical meaiis. Vh. Tr. 1825. p. 328. 

Dnmas, note aar Finflnaice qni ezeree VäettnnM developpee par 
le contact des mäaiix snr les dApots de eurbonate de cbaux 
dM» les tuyaoz de plomb. Ann. de Cb. et de Ph. 33. p. 265. 

Anlaufen der Metalle durcb EUktricität. 

Prjstley, an aeconnt of rings eoosistbig of Ml prismatic eolonrs 
made by electrical explosions on the surfaee of nietaL Ph. 
Tr. 1768. p. 68. 

Nobili, sur nne nonvelle classe de pb^om^nes äeetro-chimiques^ 
Ann. de Ch« et de Pb. 34. p. 419. 

Nobili, snr la d^formation des apparencs dlectro-cbimiqnes. bibl. 
um^ 36. p. a 

Nobili, note sor las appacences dlectriqnes de Priatley« Ann. de 
Ch. et de Ph. 37. p. 211. 

Nobili, aae eokri in generria ed in particolare sc^rä una nnark 
seala cromalka dedotta delk melallocrMnia ad nso delle soienze 
e delle arti. Memor. J. p. 163 — 188. appendice sopra la po- 
birisaGone de colori. p. 188. 

Nobili, apparecbi» a pnnle per le iq[»parenae ektfro-chimicbe. 
ib. 2» p. 15. per le tinle onifonni. p. 17. 

Faraday, PU. Abg. 1837 Min. 

Sehdnbein, eisige BeoMdcongen über die dieBiisebe Beschaffen- 
heit der irisirenden Metallfläcben Nobilis. Pogg. Ann. 40. p. 621. 

Galvanoplastik. 

Ja c ob i. die Galvanoplastik oder das Verfahren cohärentea Knpfer 
in Platten oder ndnk asnst gegebenen Formen nnmittelhar aoa 
Knp&ranfUaangc» anf gdvaaisekeni Wege« sn prodneiren. Pe- 
tersb. 1840. 8. 60 8. 

Spenear, anaeeonnt of some experiments made for the pnrpose 
of ascertainiog how lar voltaic eteelrioity may be asefttU to the 
pnrpose of working in metal. Storg. Ann. of Electr. 4« p. 238. 

Jordan, a few remarks on electro-metallurgy. Lond. and. Ed. 
Ph. M. 89, p. 452. 

Beeqnerel, note snr nn procede da Mr. Belfield-Lelevre pour la 
fabcication dn plaqn^ d'argeni an moyen de k galvanoplasti- 
que. Compt. rend Jnli 1842. Arch. de l'^lectr. 2. p. 465. 
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Grove, proc^d^ Toltaique pour graver les planches dagaerr^oty» 

p^e8. ib. 2. p.' 457. Lond. and £d. Pk Mag. 20. p. 18. 
Hoff mann, ADweiaang aunn VerrielfiUtigen einer Schrift oder 

Zeidiniiog, aoagefahrt mit der Feder oder Reisafeder, durch 

Hälfe der galvaiiiachen Kopferauaacheidoog. a. d. Dänischen. 

Kopenhagen 1842. 8. 22 8. 
V. Kobell, die Galyanographie dne Methode gemalte Tuachbiider 

dnrch galvaniache Knpferplatten im Drucke au yervieUältigen« 

München 1842. 4. m. 7 Abb. 
Osann, die Anwendung des hydroelektrischen Stromes ab Aets- 

mittel. Würaburg. 8. 

Vergolden. 

de la Rive^ notice snr un procede electro - chimiqne, ayant poor 

objet de dörer Targent et le laiton« Ann. de Cb. et de Ph. 

73. p. 398. 
de la Rive, sur Tapplication aux besoins de la gravure des pro- 

cMi» du dorage par la voie humide. Ann. de Ch. et de Ph. 

75. p. 334. 
Sturgeon, a familiär explication of tfae theory and practice of 

electro-gilding and electro-sflvering, by means of which any 

persQu may be enabied to gild or silrer coins, medallsons, 

trinkets, omaments, or household Utensils or any other metal- 

lic artide whatever, at a very trifling cost and with the nt* 

most facility. 
Böttger^ neuere Beiträge zur Physik und Chemie. 
Böttger, Arcb. de l'^ectr. 2. p. 145. Ann. der Ch.' u. Pharmac. 

1840. Aug. 
Dumas, rapport sur les nouyeaux procdd^s introduits dans Part 

du. doreur. Cempt«» rend. 1841. Nov. Arch. de l'ectr. 2. p. 113. 

Pogg* Ann. 55. p. 160. 
Hossauer, über galvanische Vergoldung und Versilberung. Verh. 

d. Gewerbv. 1843. p. 133. 

Galvanische Apparate. 

Izarn, manuel du galvanisme ou deseription et usage des diveis 
appareils galvaniqnea employes fusqu' ä ce jonr, tant pour les 
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recherdies physiqaes et chimiqaes que pour les apptications 
m^dicales. Paris 1805. 304 S. 

1) Trogapparate. 

Volta, en the electricity excited by the raere coniact of conduc- 
tiDg sabstances of different kinds. Pb. Tr. 1800. p. 402. 

Wilkinson, elements of galvanisin, with a yiew of its bistory 
from tbe fint experiment of Galvani to the present time, con- 
tainiDg also practieal directioDs for constractidg the Igalvanic 
apparatas. London 1804. 8. 

Wilkinson, Beschreibnog eines verbesserten Trogapparats mit 
einer Nachschrift von Ritter. Gehl. Joum. d. Phys. n. Ghem. 
7. p. 340. Güb. Ann. 36. p. 359. TlUoch Phil. Mag. Nr. 105. 

Crnikshank, some experiments and observations on galvanic 
electricity. NichoL Jonm. 4. p. 187. 354. 

Hart, Edinb. Jonm. of Sc. 4. p. 19, 

Wollastoo, elementary galvanic battery« Thomson Ann. of Ph. 
6. p. 209. Gilb. Ann« 54. p. 9. (Galvanisches Fenerseng.) 

Döbereiner, die einfache elektrische Kette stöchiometrisch an- 
gewandt. Schweigg. Jonm. 31. p. 492. 

Wollastons Kette in Children an aoconnt of experiments with 
a iarge voltaic battery. Ph. Tr. 1815. p. 363. 

Children, an account of some experiments performed with a 
yiew to ascertain ihe most adventageoas method of constrac- 
ting a voltaic apparatus for the purpose of chemical research. 
Phil Trans. 1809. p, 32. Güb. Ann. 36. p. 364. 

Pepys, an account of an apparatas of a peculiar constraction 
for performing magneto-electric experiments. Phil. Trans. 1823. 
p. 187. 

Recherdies physieo*chimkpies fiaites k Foccasion de lagrandebat- 
terie Toltaique donnte par Sa Maj. Imp. k Vicoie polytechni- 
qae. Paris 1811. 

Hare, a memoir on some new modifications of galvanic appara- 
tas with observations in sapport of his theory of galvanism. 
Sillim. Amer. Joum. 5. p. 105. Annais of Philos. New Ser. 
'2. p. 330. (Calorimotor.) 

Hare, a new theory of galvanism. supported by some experiments 
and observations made by means of tbe Calorimotor a new 
galvanic Instrument. Philadelph. 1819. 8. 17 Jf,^ ^ÖSJ'i^R" 
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apparate ▼. ,Hare. SiUiman Amitr. JooriL voL 7 u. ▼. 36. 

p. 356. 
Pohl, der Siderophor ein zur Ansteilang galvanisch, magnetischer 

VersQche eigenthümlioh eingerichteter galvanischer Trogapparat. 

Kart. Archiv 14. p. 1^73. 
Faraday» oo an iniproved form of the voltaic battery. Experim. 

Research. 10 series. Phil. Trans. 183& 
J. Yoang, an aeconnt of a vidtaic battery. Phil. Mag. Ser III. 

vol. 10. p. 241. Pogg. Ann. 40. p. 624. 
Tihovsky und Hei wig, Versuche über den Galvanismos. Sdierer 

Journ« d. Chem. 7. p. 617. (Kohlensfinle.) 
Kemp, voliaic batleries with amalgatnated zinc Jameson Edinb. 

Pb. Joam. 1828. Sinrgeos. Ann« of Electr. 1. p. 8i. 
Roberts, on an anemakus dectric oondition of iron. Lond. and 

Ed. Phil. Mag. 1& p. 14. (Zink Eisenkelte.) 
Poggendorff, Qber die aniEallende SiromsUIrke der Zinkeisen* 

kette« deren Ursache nnd einige verwandte G^ienaftSade. Pogg. 

Au. 6a p. 256. 

2) Constante Kette. 

Daniell, oa Vokaie Combinations. Phil. Trans. 1836. p. 107. 

125.; 1837. p. 141; 1838. p. 41.; 1839. pi 89.^ 1842. p. 137. 

Pogg. ^n., 42. p. 263. 
MuUins, deseriptiMi o£ a voltaio battery.' Sterg. Ann. of El. 1. 

p. 107. 
Mullin s, OQ the sualaining voltaic bafttery m veferenoe ia some 

observations el Prot DanielL Sturg. Ann. of El. 8. p. 465. 
Jaeobi, über die Kanuntra&nle. Pogg. Ann. 43. p. 328. 
van der Boon Mesch, sur les constmctions diff^rentes des bat» 

teriea volftaifuea.et las moyena d'en«augmenier Ics* eSsts. Bull. 

de» aciene. pbya. e» Neerlande 1839. p. 420. 
Stratingh, la batterie constante employ^ ponr fonrnir le gaz 

neeesaaire k la lampe k gaft hydro-oocyg^ne, et ponr predmre 

nne foroe motrice au moyen de gaz hydro*oxygbie. Notuur 

en Scheiknsdig Archief 6. p. 259—274. Bullet des sc. pb. en 

Neerl. 1839. p. 445. 
Grove^ Voltasche Siole von grosser elektro^cbenuscher Kraft. 

Compt rend. 8. p^ 567. Pogg. Ann. 48. pv.300. 

Digitized by V^OOQlC 



des G^IvaoleiDas. 187 

Nelly, qodqq«» exp^rumoea faites aveo la pila de &roYei Arch. 

de racetp. 1. p. 397. 
Grfiel, vortheilbafte CooatractioD der GroTesohen Kette. Pogg. 

Abo. 51. p* 381* 
Bansen» fiber die Bereitung einer das Platin der Groveschen 

Kette ers^enden Kehle. Pogg, Ann. 55. p. 265. 
Bansen, Über die Anwendung der Kohle %a Yolta'schen Batte- 
rien, ib. p. 54. p. 417. 
Reiset, nonveans docnments sur la pile de Bnnsen. Ann. de Ch. 

et.de Ph. 1843. 8. p. 28. 
Schdnbein, notice snr nne neuTeUe pile yoltaiqne. Arch. de 

l'electr. 2, p. 286. 
Warring ton, on tbe emplojment of cbromic aeid as an agent 

in voltaic arrangementa. Lond« and Ed. Pb. Mag. 20. p* 393« 
Poggenderff, über die mit Cbroiosäive eoastniirten galvanischen 

Ketten. Poggi Ann. 57« p« löl. 
de la Rive, sur nne nonvelle combinaison vdtaiqne. Arch. de 

Päectr. 3. p. 112. 
Beequerely aar Päeetro-dionie et Pemploi de Ptiectridte pour 

opAftr des conibiBaisona. Ann. de Ch. et de Pb. 41. p. 20. 
Becqnerel 2, notice sur les piies k conrant constant. Ann. de 

Cb. et de Pk 1841. p. 437. 
Dsniell, on tbe constant voltaic battery, Stiirg. Ana. of EL 8. 

p. 456. ^ 

Becquerel 2, letlre en reponse h im artide de Mr: DanielL 

Ann. de Ch. et de Pb. 1842. v, & p. 412. 
Poggendorf^ fiber einen Versuch des Hm. Daniel! und die dar- 
aus geaogene Folgerang. P«^g. Ann, 56. p. 150. 
Henrici, fiber die Anwendung des Natriumamalgaikies sn galva- 

iHsehem Bdinfe. Pogg. Ann. 58. p. 232. 

3) Ketten mit einem Metall und zwei Flfissigkeiten. 

B. Davy, an aeconnt of some galvanic combiniAions formed by 
tbe arrangement of Single metidlic plates and fluids, analogous 
to the new galvunic apparatos of Mr. Volta. Phil. Trans. 1801. 
p. 397. Journ of tbe Boy. lost» 1802. p. 51. Nichols. Joum. 
1. p. 144. 

H. Davy, an account of a method olF eonstroctig siaiple and Com- 
pound galvanic combinations withont the use of metallic sub- 



188 Liieralar. 

stanee, by meaos of charoal and different| flaids. Tilloch Phil. 
Mag. 11. p. 340. 

Karsten, über Confactelektricität. Berlin 1836. 8. 

Karsten, di<; elektrische PoIarisiroDg des FlQssigen als das We- 
sen aller galvaniscben Thätigkeit der Ketten ans starren und 
flussigen Leitern. Abb. der Berl. Akad. 1838. p. 1. 

Bncbholz Kette (siehe oben p. 180.). 

Becqnerels Kette. 

Becqnerel, über einen elektro- chemischen Apparat, der wie die 
, Voltasche vSänle zn Zersetzungen dienlich ist. bibl. univ. 60. 
p. 215. Pogg. Ann. 37. p. 429. 

Mohr, über BecqoereU einfechen galvanischen Apparat, der zur 
Zersetzung dienlich seyn soll. Pogg. Ann. 39. p. 129. 

Jacobi, über Becqnerels einfache Sanerstofikette. Pogg. Ann. 40. 
p. 67. 

Moser, in ßepertor. d. Phys. I. p. 194. 

Mohr, über Becquereb einfache Kette, deren Strom ans ^er Ver- 
bindung von Säure und Alkali entstehen soll. Pogg. Aon. 42. 
p. 76. 

Dulk, über Elektricitätserregung bei chemischen Verbindungen. 
Pogg. Ann. 42. p. 91. 

Pfaf^ über die Becquerelsche Kette. Pogg. Ann. 44. p. 542. 

Becqnerel, über die chemischen Zersetzungen mittelst einfacher 
hydroelektischer Apparrate. Compt. rend. 6. p. 125. Pogg. 
Ann. 44. p. 537. t 

Henrici, über die sogenannte Becquerelsche Kette. Pogg. Ann. 
48. p. 372. 

Fe ebner, über die Becquerelsche Kette und die Elektricitäts- 
erregung durch gegenseitige Berührung den Flüssigkeiten im 
Allgemeinen. Pogg. Ann. 48. p. 1. 225. 

/ Unwirksame Ketten. 

de la Biive, reoherches sur la cause de Mectrieit^ voltaique. Pogg. 

Ann. 40. p. 367. (Aetzkali, Eisen, Platin.) 
Faraday, on tbe source of power in the voltaic pile. Series 17. 

Phil. Trans. 1840. §. 1823. 
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Henri ci, Uniersochaiigen über einige anomale und normale gal- 
vanische Erscheinongen. Pogg. Ann. 55. p. 253. (Schwefel- 
kalinmlösung als Flüssigkeit) Pogg. Ann. 58. p. 375. 

Ketten ans swei FJüssigkeiten nnd zwei einander nicht 
berührenden Metalle. 

Farad ay, on the sonrce of power in the voltaic pile. Series 17. 
Phil. Trans. 1840* §. 2017. Pogg. Ann. 53. p. 549. 

Poggendorff, über die galvanischen Ketten ans Bwd Flüssigkei- 
ten nnd zwei einander nicht berührenden Metallen. Pogg. 
Ann. 49. p. 31. 

Pohl, über galvanische Ketten mit zwei verschiedenen Flüssig- 
keiten nnd über einiges aus den neuesten diesem G^enstand 
betreffenden Untersuchungen. Pogg. Ann. 54. p. 515. 

Poggendorff, Erwiderung darauf, ib. p. 590. 

Zweigliedrige Ketten. 

Zamboni, della pila binaria e soa influenza nelF elettromotoro 
nperpeto. FElettromotoro perpetuo IT. p. 161. Giorn* di Fisica 
di Pavia 1814. 3. Ann. de Ch. et de Ph. 11. p. 190. 

Erman, über die elektrische Spannung, wdche dnrch eine blosse 
geometrische Ungleichheit der Berührnngsflftchen erregt wird. 
Abb. der Berl. Akad. 1816. p. 216. Gilb. Ann. 64. p. 45. 

Faraday, on the soürce of power in the voltaic pile. Series 17« 
Ph. Tr. 1840. §. 2024. Pogg. Ann. 63. p. 551. 

Gasbatterie. 

Grove, on a gaseous voltaic battery« Lond. and. Ed. Ph. Mag. 21. 

p. 417. Pogg. Ann. 58. p. 202. 
Schönbein, über die Sauer •WasserstoffsSule. Pogg. Ann, 58. 

p. 361. 

Trockne Säule. 

Zamboni, Telettromotoro perpetuo. Verona 1820. 2 vol. 8. 

Gilbert, einige historische Nachrichten von den trocknen elek- 
trischen Säulen der Hrn. Deine und Zamboni. Gilb. Ann. 
49. p. 35. 

Deine, analysis of the voltaic pile. Nichols. Journ. of nat. ph. 
1810 Mai. Nr. 117. GUb. Ann. 49. p. 67. 
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- Deine, Oll flie etectric eolamti and aerial dectrdscop. Nichola. 

Joarn. Odt. 1810. Nr. 122. 6flb. Ano. 49. 67. 
Zamboni, difts^rtazione solk pila ehttrioa a Becco. Bnignatelli 

«iorn. 1812. 5. p. 424—446. 
Zamboni, ^crizione della colonna elettrica del Sign. Deine, e 

coDsiderauoni «all analisi de lui fatta della pila Voltiana. ib. 

, 1813. p. 31. 
' Assallini, karfte Erlänterung ^es ZambodiBchen jmmerwShrenden 

Elektromotors. Mflnehen 1816» 4. 
' Zambonf, nonveil« pile h denx ä^menti et perfectionement de 

la pile sfeehe. Ann. de Cb. et de Pb. 9. p. 190. 
Desftaigne«, aur les piles a^cbes roltaiqnes. Ann. de Cb. et de 

Ph. 2. p. 76. 
Yelin, Versnche and Beobachtungen snr nahem Kenntniss der 

Zambonischen S&nle. Mftnchen 1820. 4. Gilb. Ann. 75. p, 201. 
Jäger, über die Zambonisebe Sänle und fiber einige andre trockne 

elektrische Sänlen. Gilb. Ann. 49. p. 47., 50. p. 215., 51. 

p. 195. 
Jftger, Venuehe snr Begründang einer Theorie der trocknen 

Sflule. Gilb. Ann. 52. p. 81., 55. p. 369.» 62. p. 227. 
Mank af Roaenaehöid, Über Jigera trodtne Sftolen. Pogg. 

Ann. 43. p. 193. 
Bohiieiiberger, über dekirisehe trockne Slnlen. Gilb. Ann. 53. 

p. 346. 
KSmts, über die Elektridüt« wetehe bdm Contact animalischer 

und vegetativer Körper unter sich und mit Salzen entwickelt 

wird. Schweigger Joum. 56. p. 1. (trockne Säulen ans orga- 

ganiscben Substanzen ohne Metalle.) 

Disjanctoren. 

^Sprenger, Anwendung der Galvani- Voltaschen MetalldeUricität 

zur Abbelfllng der Taubheit und Harthörigkeit. Gilb. Ann. 11. 

p. 354. 12. p. 380. 
Neef, Besehreibung ond Anwendung des BUtarades. Pogg. Ann. 

36. p. 852. 
Jacobi, Bescbreibuog des Gommotators. ib. 36. p. 366. • 

Wagner, Hammerwerk in Neef über einen neuen Elektromotor. 

Pogg. Ann. 46. p. 104. (Dassdbe wird errdcht dnrch Ritchies 

rotirenden £lektromagnet) ^ 
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Commutatoren. 

Jacob], Beschreibang des Commataton. Pogg. Ana. 36. p. 366. 
Poggendorff, über einige MagnetisirangscrscbeinangeD. Pogg. 

Ann. 45. p. 353. Gn^ereor.) 

« 

Widerstandsmesser. 

Poggendorff, Ann. 52. p. 511. Taf. III. Fig« 1« 
Wheatstone, an acconnt of several new instmments and pn>- 

cesses for detenniniag the constants ot a yoitaic circiiit. Proceed« 

of the Rog. Sog. 1843. p. 469* ' 

Jacob], 'Qber einige elektromagnetische Apparate; ffir Fifissigkei- 

ten. Pogg. Ann. 54. d. 335.; ffir faste p. 340. 
Jacobi, Beschreibung eines verbesserten VoltagomeCers« Pogg. 

Ann. 69. p. 145. 

Galvanometer. 

Scbweigger, Zusätze zu Oersteds elektromagnetischen Versnefien. 

Schweigg. Joum. 1821. Heft 1. AUgem. Litteratorz. 1. Nov. 

1820. Nr. 296. (Entdeckong des Moltiplicators.) 
Poggendorff, in Ermans Umrissen zu den electrochemischen 

Magnetismus. 
Cumming, on the connei^ion of galvanism and magnetism. Cambr. 

Trans. 1821. voL 1. 
Cumming, on the application of magnetism as a measore ofdec- 

tricitj. ib. p. 281. 
Nobili, confronto dei doe galvanometri piu sensibili, la rana od 

il moUiplicHtore a due aghi, oon alcnne resnitati in fine. H^* 

mor. 1. p. 67. bilL nnio. 37. p. 10. (Doppelnadel.) 
Nobili, descnzione d'un nuovo galvanometr6r*1lfem. 1. p. 1. 
Nörrenberg, fiber die von Cdladon beobachtete Ablenkung der 

Magnetnadel durch Reibungselektricitit Baumg. Journ. 3. p. 

257. (die Doppelnadel in den beiden Windungen einer Schleife.) 
Harianini, ein neuer galvanischer Hultiplicator. Banmg. Jonrn. 

4. p. 42. 
Pechner, Beschreibung eines galvanischen Messapparats. Sehweigg. 

Jonrn. 57. p. 1. (Moltiplicator aus eine Lamelle.) 
Bronwer, övee eeoe verbeteiing angebragt aan ^en mnltiplicator 

van Scbweigger, en hat magnetiseren door zwaakke thermo* 
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elektrische stroomeo. Natanr en Scheik. Archief 1S35. 
p. 147. 

Locke, Sillim. Amer. Joarn. 26. p. 103. 378. (die Drathwindaa- 
geo parallele Sehnen eines Kreises.) 

Nervander, memoire sur un galvanom^tre ä chassis cylindriqae, 
par lequel on obtient immediatement et sans calcul la mesare 
de Tintensit^ da coorant electrique qui produit la deviation 
de Faigaille aimantee. Ann. de Chem. et de Ph. 55. p. 156. 
(Tangentenbassole.) 

Lenz, über die Gesetze der WSrmeent wickelang durch den gal- 
vanischen Strom. Pogg. Ann. 59. p. 203. (Beschreibung der 
verbesserten Nervanderschen Tangentenbassole.) 

Melloni, snr un moyen nouveaa de, faire varier k volonte la sen. 
sibilit^ des galvanbmfetres astatiques, et de la rendre anssi par- 
faite qae le comporte la nature des metaux employes dans ieor 
construction. Arch. de P^lect. 1. p. 656. 

Theorie des M^ultiplicators. 

Ohm, experimentale Beiträge zu einer vollständigen Kenntniss des 
electromagnetischen^ Multiplicators. Schweigg. Journ. 55. p. 1. ^ 

Kaemtz, Schweigg^ Joarn. Phil. Mag. 62. p. 441. 

Fe ebner, Lehrbach des Galvapismas. p. 219. 

Fechner^ über die Vortheile langer Hultiplicatoren nebst einigen 
*Beiherkangen über den Streit der chemischen und der Con- 
tacttheorie des Galvanismus. Pogg. Ann. 45. p. 232. 

Galvanometrische Messmethoden. 

Nobili, sur la mesure des courants electriques ou projet d^un 
galvanometre comparable. Ann. de Ch. et de Ph. 43. p. 146. 
Mem. 1. p. lOS. 

Becquerel, Trait^ de l'äectricit^ IL p. 24. 

Melloni, Pogg. Ann. 35. p. 132. 

Peltier, memoire sur la formation des tables des rapports, qu^il 
y a entre la force d'un courant Electrique et la deviation des 
aiguilles des maltiplicateurs, suivi de recherches sur les cau- 
ses de perturbation des conples thermo- electriques et sur les 
^ moyens de s'en garantir dans leur emploi k la mesure des 
temperatures moyennes. Ann. de Ch. et de Ph. 71. p. 225« 

Petrins, zur Galvanometrie. Pogg. Ann. 57. p. 111. > 
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•" 
Poggendorff, von dem Gebrauch des Galvanometers als Me^- 

werkzeog. Pogg. Ann. 56. p; 324.; 57. p. 609. 

Sinusbassole. 

Ponillet, ]l£l6men9 de physiqne 3. ed.. L p. 611* 

Poggendorff, über die Einrichtung und den Gebranch einiger 
Werkzeuge zum Messen der Stärke elektricher Ströme und 
der denselben bedingenden Elemente. Pogg. Ann. 50« p. 504. 

Tangentenbussole. 
Poaillet, l^emens de physique 3. ed. I. p* 613. 

Galvanoskope verschiedener Construction. 

Camming, on the use of goldleaf as a test of electromagnetism. 
Ann^ of Phil. 1824. p. 321. (Anziehung des Leiters durch den 
Magnat.) 

Dove, Pogg. Ann. 28. p. 586. (Anziehung der Mitte des Magne- 
ten durch den eine Schleife bildendem Leiter.) 

Roget^ Galvanism. p. 44. (Anziehung des Poles der Nadel durch 
die Mitte einer ebenen Spirale.) 

T. Wrede, Pogg. Ano. 42. p. 308. (gekrümmter Magnet hinein- 
gezogen in eine gekriimmte cjlindrische Spirale.) 

Beequerel, Beschreibung und Gebrauch des elektromagnetischen 
Wage und der Säule von Constanten Strömen. Compt. rend. 4. 
p. 35. Pogg. Ann. 42. p. 307. 

Hachette^ Pogg. Ann. 27. p. 560. (die Magnetnadel angezogen von 
einem entstehenden Elektromagnet.) 

Ladungssäule. 

Ritter, Versuche und Bemerkungen über den Galvanismus. ¥oigt's 
Magazin 6. p. 97. 

11) Wärmeentwickelung. 

Children, an account of some experiments with a large voltaic 

battery. PhiL Trans. 1815. p. 363. 
Biot, über die Bewegung des galvanischen Fluidums. Gilb. Ann. 

10. p. 24. / 

Wollaston, elementary galvanic battery. Thoms. Ann. ofPh. 6. 

p. 209. Gilb. Ann. 52. p. 355. ogizedby^ooxit: 
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• 

H* Dary, farther reeearches on tlfe magnetic pbenoraeoa prodoced 
bj electricitj; i^^ith eome new eiperiments on the properties 
of electrified bodies in tbeir relations to conductiDg powers 
and temperature. Ph. Tr. 1821. p. 425. 

Roberts, on tbe application of galvanism to tbe blasting of roks. 
Mem» of tbe Eleclr. Soc. 1. p. 77. 

Marray, Edinb. Pbil. Joarn. 14. p. 57. 

Joale, on tbe heat evolved by metallic condactors of electricity 
and in tbe cells of a battery daring electrolysis. Sturg. Ann. 
of El. 8. p. ^87. Arch. de Telectr. 2. p. 54. 

Joule, on tbe electric origin of tbe beat of combastion. ib. 8. 
^ p. 302. Arcb. de Telectr. 2. p. 80. 

Joule, on tbe calorific effects of magneto- electricity and on tbe 
mecbanical value of heat. Lond. and. Ed. Pb. Mag. 23. 
p. 276. 347. 

Obm, tbeoretiscbe Herleitung der Gesetze, nacb welcben sich das 
Erglfiben von Metaildrätben durch die galvanische Kette rieh* 
tet, und nähere Bestimmung der Modificationen, did der elek- 
triscbe Strom durch Spitzen erleidet Käst Arcb. 16. p. 1. 

Lenz, über die Gesetze der Wärme^ntwickelung durch den gal- 
vanischen Strom, bullet, de l'Acad. Imp. des sc. de St. Pe- 
tersb. 1843. Tom. I. Nr. 14. 15. 16. Pogg. Ann. 59. p. 203. 407. 

de la Rive, recherches sur les elTets caiorifiques de la pile. Ann. 
de Cb. et de Pb. 40. p. 371. Pogg. Ann. 15. p. 257. 

de la Rive, memoire sur les effets de temperature qui accomp^g- 
nent la transfnission dans les liquides, au moyen de divers 
eleetrodes, descourants electriques, soit Continus, soit discoati- 
nus et aiternatifs. Arcb. de Telectr» 3. p. 175. 

Becqnerel 2, d^s lois du d^gagement de la chaleur pendant le 
passage des courants electriqnes k travers les Corps solides et 
liquides. Arch. de l'electr. 3. p. 181. 

; 

Funken« 
van Marnm, über die Versuche mit der elektrischen Saale. Gilb. 

Ann. 10. p. 121. (Funkeli auf Quecksilber.) 
Crosse, on the tension spark from the voltaic f^attery. Lond. 

and Ed. Ph. Mag. 17. p. 215. ^ 
Gassiot, spark before tbe circuit of the voltaic battery h oom* 

pleted. Ph. Tr. 1840. p. 183. o,,:zed.y^oogit: 
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Jacob!, über den galraniscben Flinken. Pagg. Ann. 44. p. 633. 
Draper, Lond. and «Ed. Phil. Mag. 15. p. 349. (kein Funke der 

Kette in der Toricellischen Leer^) 
Noad, dcscriptioD de quelques ei^p^rienc^e» faites an moyen d'une 

pile chargee avec de Tean pure. Arcb. de Pelectr. 2. p. 231. 
MarUnini, bibl. univ. 1831. p; 283. (Fnnken in Flüssigkeiten.) 

Leuchtender Bogen zwischen Kohlenspit^n. 
H. Davy, elements of cb^ical philosophy. p. 152» 
de la Rive, notiee sur quelques exp^riences {aites avec ane forte 

pile de Grove. Arch. pe Telectr. 1. p. 262. 
Daniell, on voltajc combinations^ with some account of the ef- 

fects of a large constant battery. Ph. Tr. 1839. p. 89. 

12) Elektroskopische Erscheinungen« 

Jäger, über die elektroskopischen Aeusserangen der Voltaschen 
Platten^und Säulen. Gilb. Ann. 13. p. 399. 

Ohm,' Versuch einer Theorie der durch galTanische Kräfte hervor- 
gebrachten elektroskopischen Erscheinungen. Pogg. Ann. 6. 
p. 459., 7. p. 45. 117. ' ^ 

Bischoff, über einige auffallende Wirkungen der Voltaschen Säule 
auf den 'Elektrometer und über die Leitnngsfähigkeit des Gla- 
ses nnd andrer Isplatoren. Schweigg. Jonrn; 35. p. 29. 

Fechner, über die elektrische Intensität der isolirten Säule. Pogg. 
Ann. 44* p. 44. 

Maria nini, memoire sur la pert6 de tension qu' eprouvent les 
appareils voltaiques, qnand on teint le circuit ferme, et sur la 
mani^re, dont ils recouvrent lear tension primitive, ' quand on 
snspend la communication entre leurs pole& Ann. de Cfa. et 
de Ph. 38. p. 337. 

Erman, über die elektroskopischen Phaenomene der Voltaschen 
Säuic. Gilb. Ann. 8. p. 197. . . 

Erman, über die elektroskopischen Phaenomene des Gasapparates 
an der Voltasehen Säule. Gilb. Ann. 10. p. 1. 

Ritter, Versuche mit einer Vol tauschen §äule von 600 Lagen. 
Gilb. Ann. 13. p. 6. 14. 

Biet, Untersuchungen über den Einflnss der Os^^ation auf 4ie 
Wirkungen von Voltas elektrischer Säule. Gilb. Ann» 15. 
p. 90. bulL des scienc. Nr. 76. p. 120. o,,,edbyGoOQk 
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Marechauz, Versnche über die aniieheode Kraft der Voltaschen 
SSttle und deren Ansmessupg darch dj^n Elektromikrometer. 
Gilb. Ann. 19. p. 476. ^ ^ , 

Elektrochemische Bewegungen. (Helwigscher StromJ 

Erma^, Wahrnehmungen über gleichzeitiges Entstehen von me- 
chanischer Cohärens und chemischer Verwandtschaft. Gilb. 
Ann. 32. p. 261. 

Herschel, on certain motions produced in fluid conductors whea 
transmitting the electric current. Ph. Tr. 1824. p. 162. 
Schweigg. Journ. 48. p. 246. 

Pf äff, über galvanische elektrische Strömungen als Ursachen von 
merkwürdigen Bewegungen im Quecksilber und verschiedenen 
Flüssigkeiten unter bestimmten Bedingungen. Schweigg. Joom. 
48. .p. 190. 

Serullas, lettre concernant ia uotice historique publice par Mr. 
Davy sur les phenom^nes electro-chimiques. Ann.* de Oh. et 
de Ph. 34. p. 192. Jourq. de' phys. 91. p. 190., 93. p. 115. 

Nobili} sur les apparences et les mouvements eUctro-chirniques 
du mercure. bibl. unir. 39. p. 261. 

Nobili, nuoye osserrazioni sopra le apparenze elettro-chimiche^ 
le leggi elettro-dinamiche ed il meccanismo interno della pila 
Mem. p. 56. 

Prandi, sui movimenti del mercurio. Bologna 1826. 

Runge, sonderbare Bewegungen in die gewisse Metalsalze unter 
Umständen versetzt werdeu können. Pogg. Ann. 8. p. 106., 
9. p. 479., 15. p. 95., 16. p. 129. 304., 17. p. 472. 

Porret, ein merkvvürdiger galvanischer Versuch. Thoms. Ann. 
of Phil. 8. p. 74. Gilb. Ann. 66. p. 272. (Durchdringung der 
Blase durch die Flüssigkeit vom positiven Pol aus. 

de la Rive, Ann. de €h. et de Ph. 28. p. 196. 

Wo Ilaston, über den £in(luss der Elektricität auf thierische Se- 
cretionen. Gilb. Ann. 36. p. 3. 244. 

Ladung der Leidner Flasche durch galvanische Säulen. 

Volta, Brief 1801. Gilb. Ann. 9. p. 379. 489.; 12. p. 499. 
Volta, Versuche über die Ladung elektrischer Batterien dorch 

den elektro- motorischen Apparat. Brief an Gilbert. Gilb. 

Ann.'l3. p. 257. Dg.zedby^oogit: 
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yan Marum und Pf äff, Versuche mit der elektrisclien Säule. 

Gilb. Ann. 10. p. 121. 
Ritter, Versnche mit einer Voltaschen Zink -Kupferbatterie von 

600 Lagen. Gilb. Ann. 13. p. 1. 



Jacobi, Übel: die Zeit znr^Entwickelung eines elektrischen Stro- 
mes. Pögg. Ann. 45. p. 281. 

Spannungsreihe der Körper. 

Bitter, das elektrische System der Körper.' ^Leipzig 180^. 8. 

412 S. 
Ritter, über die Spannungsreihe der Leiter und über die Stelle 

des Palladiums und andrer Metallgemische in ihr. Gilb. Ann. 

16. p. 293. 
Volta, üb<fr die sogenannte galvanische Elektricilät. Ann. de Ch. 

40, p. 225—256. Gilb. Ann: 10. p. 436. Ritters Beiträge U. 

St. 3. 4. 
Heidmann, Eintheilung der festen und flüssigen Leiter einer gal- 
vanischen Kette nach dem Grade ihrer galvanischen Action und 

ihres chemischen Wirkungsvermögens. Gilb. Ann. 21. p. 55. 
Pfaff, neues Gehler'sches Wörterbuch. G. p, 604. 633. 
Poggendorff, Isis ^821. p. 706. 
Smee, on the galvanic properties of the elementar j bodies and 

on the amalgamatiqn of zink. Lond. and. Ed. Ph. Mag. 16. 

p. 422. 
H. Davy, on the relations of electrical and chemical chaUges. 

Ph. Tr. 1826. p. 408. 
R Davy, on some chemical agencies of Electricity. Ph. Trans. 

1807.* p. 1. Gehlen Journ. d. Ph. u. Chem. 8. p. 82. 
H. Davy, Elements of chemical philosophy. p. 148. 
Becquerel, des actions electromotrices produites pär le contact 

des metaux et des liquides et^d'un proced6, pour reconnaitre 

ä Taide des effets äectromagnetiques les changementa qu^^prou- 

vent certaines dissolutions au contact de l'air. Ann. de Ch. et 

de Ph. 25. p. ,405.; 23. p. 244.; 24. p. 19L 
Becquerel, developpement relatif aux eiiets ^lectriques observes 

deins.les actions chimiques et de la distribution de relectricit6 
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dans la pile de Volta^ en tenaot cooipte des aotions^leetro- 
motrices des liquides sar las metaax. ib. 26. p. 176. 

Becqaercl; des actions eleotro« motrices de Teaa ei«. des liqoidea 
en general sur las oietaux, des effets electriqaes qai ont lieu 
dans, le contact de certaines flammes et des metaux et dans 
la combiislion. ib. 27. p. 5. Pogg. Aon. 2. p. 191. 

Pf äff, Kevision der Lehre Tom Galvano «Voltaismas. 

Pf äff, über und gegen die Entmcklang der Elcktricität durch 
den chemischen Process, nebst einem Anhange von Tersuchen 
über das elekfro- motorische Verhalten vieler Flüssigkeiten gegen 
Metalle. Pog^. Ann. 51. p. 110. 

Henri ci, ünr die Elcktricität der galvai^ischen Kette. Gdttingen 
1840. 

Fechner, über die Becquerelsche Kette und Electricitätserregung 
durch gegenseitige Berührung von Flüssigkeiten. Pogg. Ann. 
48. p. 1. 225. 

Marianini, elektrische Versuche. Scliweigg. Journ. 49. p. 48. 

Pohl, der Process der galvanischen Kette. Leipzig 1826. p. 14. 

Fox, note on the electrical relations of certain metalls and metal- 
liferout mmerals. Ph. Tr. 1835. p. 39. 

Leitungsfähigkeit der festen Körper. 

Oersted, über die Art wie sich die Elcktricität fortpflanzt GehL 
Journ. 6. p. 292. 

Lehot, ordre dans lequel les metaux sont class^s. comme cootduc- 
teurs de l'electricite. Ann. de Gh. 37. p. 285. 

H. Davy, further researches oh the magnetic phenomena produced 
by electricity, with some new experiments on the properties 
of electrified bodies in their relations to conducting powers 
and temperature. Phil. Trans. 1821. p. 425. (die licitungs- 
Fähigkeit der WTelalle wird durch Temperatulrerhöhung ver- 
mindert.) ^ 

Becquerel, du pouvoir condncteur de Fclectricile dans les me- 
taux et de l'lntensite de la force electro-dynamiqne en un 
point quelconqoe d'un fil roetallique qui joipt les deux extre- 
mites d'une pile. Ann. de Gh. et de Ph. 32. p. 420. (durch 
Compensation.) Pogg. Ann. 12. p. 280. 

Bar low, on the electromagnetio conducting power of wircs of 
different qualities and dimensions into the efficacy of the gaU 
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. vaDometer, for detennimng tbe law» ^ its varialiou«. houi, 

and Ed. Ph. Mag. ll p* 1. 
Pouillet, J^lamens de Physiqae. II. ed. 2. p» 31& 
Ohnii über die Leitansafähii^keit der Metalle for £lekirlcität 

Schwdgg. Jofim. 44. p. 110.. 245. 370. 
Camming, Cambridge Transaet. 1823. p. 63. . 

Cbristie, experimental determination of tbe laws of * magneto- 

electric induction in difTerent masses t)f tbe same metal, and 

of its intensiiy in dtffereni metals* PbiL Trans. 1833- p. 9o. 
Snow Harris, oa tbe relative pQwers of various metallic sub- 

stances as .conduetors of electricity. Pb. Tr. 1827, p. 18. 

(dorob das elekiriscbe Tbermometer.) . 
Babbage and Hersobel, aecount.of tbe irepetition of Mr. Aragos 

esperiments on tbe magnetism manifested by varions substan- 

ces daring tbe act of rotation. Pb. Tr. 1825. pi 476. (durcb 

Botationsmagnetismiis*) 
Lenz, über die Leitnngsfäbi^keit der Metalle für diexElektricität 

bei yerscbiedeaen Tempenituren. M^m. de PAcad. ^ $t P6» 

tersb. 1833. Pogg. Ann. 34. p. 418- (durob Indi^tion.) 
Lenz, fiber die Leitungafabigkeit ^es Wiamutba, Antimons und 

Quecksilbers. Pogg. Ann. 44. p. 345« .. 
Lenz, über die Leitongsföbigkeit des Goldes, Bleies und Zinns 

für die ElektricitSt bei verscbiedenen Temperaturen. . JHem. de 

PAcad. de St Petersb. 1836. P<^. Ann. 45, p. 105. 
Riess, über die elektriscbe Verzdgerangskraft und da$ elektriscbe 
. tlmärmungsverm^gen der Metalle^ Pogg./ Aiin. 45. p. 1« (ver« 

mittelst des elektriscben Tbermometecs^).. 



Pelletier, über das elektriscbe Leitungsvermögen der JUitoecalien. 

Gilb. Ann. 46. p. 198. 
P^istley, expeHments ahd observations on cbarcoal. Pb. Tr. 

1770. p. 211. (Lditungsfäbigkeit dei^ Koble nacbgewiesen.) 
Fecbner, über die elektrische . Reibenfolge der Hdl^r. Kastn« 

Arch. 9. p. 284. 
Kemp, £dinb. n. Pbil. Jouro, 1829. p. 344. Scbvveigg. Journ. 

55. p. 448. (Leitungsfäbigkeit der Koble beim Verbrennen 

gesteigert.) 
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F0Z9 OD the electromagnetic properties of metalliferoos veins in 

the mines of Cornwall. Pb. Tr. 1830« p. 399. (Leitonga- 

föhigkeit T^vchiedener- Mineralen.) 
Ritter, Versaehe über das Verhalten mehrerer Mineralkorper im 

Kreise der Voltaischen Säule. Gehlen Joani. der Ch. n. Pb. 

6. p. 568. I 



Lenz^ über den Leitangswiderstand des mensehlidben Körpers 
gegen galvanische Ströme. Pogg. Ann. 56. p. 429. 

Erman, iiber die Fähigkeit der Flamme der Knochen ond des 
laflleeren Baumes die Wirkungen der Voltaschen Saale zu lei- 
ten. Gilb. Ann. 11. p. 144. (Eis isolirt.) 

... Leitung der Flfissigkeiien. 

Beccaria, eleetricismo artificiale e naturale, p. 113. (Einfluss 

des- Queerscbnitts.) 
Far;aday^ on a nev7 law of electric condaelion. Experiment 

Besearch. 4. series 380. Ph. Tr. 1833. p. 507. Pogg. Ann. 31. 

p. 225. (Feste Isolatoren werden leiternd durch Schmelzen.) 
Förstemann, Versuche über das Leitungsvermögen verschiedener 

Flüssi^eiten für die Elektricität der Säule. Kastn. Arch. 4* 

p. 82. 
Pfaff, über das Leitnngsvermögen verschiedener saurer, alkalischer 

und salziger Flüssigkeiten. Schweigg. Joum. 55. p. 258. 
Mariaaini, saggio di esperienze ellettrometriche. Ven. 1828. 
Bigeon, Ann. de Ch. et Ph. 46. p. 86. 
Fe ebner, Maasbestimmungen über die galvanische Kette. Leipz* 

1831. 260 S. 4. (die Ohm'schen Sätze bei Flüssigkeiten nach- 
gewiesen.) 

Vergleiph der Leitung der Flüssigkeiten und Metalle. 

Cavendish, some attetiipts to Imitate the elf ects of the torpe;io 

by electricity. Ph. Tr. 1776. p. 196. 
Volta, fortgesetzte Versuche über die Elektricität. Gilb.-Ann. 

14. p. 263. » 

Pf äff, der Elektromagnetismus, p. 83. 
Pouillet, Compt. rend. 5. p. 785. Pogg. Ann. 42. p. 298. 
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üfiipolarität. '. 

Erman, über die fünffache Verschiedenheit der Körper In Rück- 
sicht auf galvanisches Leitnngsyermögen. Gilb. Ann. 22. p. 14. 

Configliachi u. Bragnatelli, über die elektrischen Leiter bei 
der Voltaschen Säule oder über die sogenannten galvanischen 
Leiter. Brugn. Giorn. 1. p. 147— 163, 338— 353. Gehlen 
Jonrn. f. Ch. n. Ph. 8. p. 319. 

Biet, Traue de pbysique. 2. p. 547. 

Andrews, on the condacting power of cerUin flames and of 
heated air for electricity. Lond. and £d. Ph. Mag. 9. p; 176. 
Pogg- Ann. 43. p. 310. 

Ohm 9 Versnche zur nähern Bestimmung der Natiir unipolarer 
Leiter. Schweigg. Journ. 59. p. 385., 60. p. 32. 

Prechtl, Untersuchungen über die Modificationen des elektrischen 
Ladungszustandes mit Bezug auf die Gründe der von Hrn. 
Erman entdeckten Versdiiedenheit einiger Substanzen, in Be- 
treff ihres galvanischen JLeitungsvermögens. Gilb. Ann. 35. 
p. 28. ' 



Erman, über eine eigenthümliche reciproke Wirkung der zwei 
entgegengesetzten elektrischen Thätigkeiten. Abh. d. Berl» Ac. 
1818. p. 351. 

Becqu.erel, considerations generales sut les chang^ments qui 
s^op^ret dans T^tat ^eetrique des corpa par Paction de la cha- 
leur, du contact, du frottement et de divereea actions chimi- 
ques. Ann. de Ch. et de Ph. 46. p. 283. 

Erscheinungen der Nebenschliessung. 

Pohl, über das polare Verhüten der Flüssigkeit in der galvani- 

* sehen Kette. Pögg. Ann. 16. p. 101. 

Pohl, ziir Theorie des Galvanismus mit Bezug auf PfafiTs Bemer- 
kung über Pohl's Versuch der « ab wechselnden Polarität einer» 
galvanischen Kette mit mehreren paarweise verbundenen Zwi- 
schenplatten. Pogg. Ann. 46' p. 595. 

Plaff, über die Erschdnnngen der sogenannten Ladnngssänle mit 
besondrer Beziehung auf die Voltasche Theorie der Voltaschen 
Kette und Säule. Pogg. Ann. 49« p. 461. 
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Pohl, "Versuche über das Verhalten alternirend geschichteter Ket- 
ten. Pogg. Ann. 50. p. 497. 

Henricf, cur Galyanometrie. Pogg« Ann. 63. p, 277. 

Daniell, Voltaic Combinaiions. Ph. Tr. 1837. p. 141. 

P o g ge n d or f f, Ober ein Phatoomen d^r Durchkreuzung- elektrischer 
Ströme. Pogg. Ann'. 5ä. p. 511. 

£inge8chaltete Platten. 

de la Rive, sur quelques-nns des ph^nomfenes que presente l'eleo- 

tricite yoltaique dans son passage ä travers les conduclears 

liquides. Ann. de Ch. et de Ph. 28. p. 190. 
de 1^ Rive, recherches sur une propri^te particuliere des condnc- 

teurs metalliques de Pelectricite. Ann« de Ch. et de Ph. 36. 

p. 34. . 

Pohl, über das polare Verhalten der Flüssigkeit in der galra* 

nisehen Kette. Pogg. Ana. 16. p. 101« 
Fechner, Maasbestimmongen. Versuch 79 — 83. 
Bttff^ über den Siofluss der Zwischenplatten in der gal\r. Kett6. 

Pogg Ann. 54. p. 503. > 

Durchkreuzen der Ströme. 

niarianini, sur une analogie qui existe entre la propägation deia 
lumi%re*et celle de l'eleclricite. Ann. de Ch. et de Ph. 42* p. 131. 

t^hysiologische Wirkungen« 

Galvani, ^e viribus electricatis in OM^ta musculari commentatio 
Bonon. 1791. 4. 

Galvani, Abhandlung über die Kräfte der.thierischen ElektricitSt 
auf die Bewegung der Musceln nebst einigen Schriften der 
Hrn. Valli, Carminati und Volta über eben diesen Gegenstand 
übers, v. Mayer. Prag 1793. 8. 

Galvani, memoria iBull elettricita di Galvani al oel. Ab. Spalan- 
zani. Aggiunti aicune experienze di Aldini Bologn. 1797. 4. 

Volta, scoperta del Sign. Galvani e cohfronte di eqsa coUe cog» 
nizioni che finora si avenano intomo all elettricita aniqiale. 
Brugn. Giorn. lisico medico. 2. p. 146. 241. 1793. Opera 1. p. 63. 

Volta, account of some discoveries -made hy Hr. Galvani of Bo- 
logna,, with experiments and observationa of them* Ph. Tr. 
1793. p. 10. 
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Aldini, de animali eleolricitate dissertationes doae. Bon. 1794. 4. 
Wells, observatioQS oa the iaflaence, which incites the midies 

of antmal» to contraet in Mr. Galvanis «zperimeDts. Pfa. Tr. 

1795. p. 246. . ' > ■ ■ ■ 

Honro, experiments on the nervoas System, üb. Leipzig 1796. 
Forster, experiments and observattans relative to tbe iDfiaence 

lately discovered by Mr. Oalvaoi and commonly called animal 

electricity. Edinb. a London 1793. 8. deutsch. Leipif. 1796. 8. 
Compte renda a la classe des sciences math^oiatiques et physli^ 

ques de Pinstitut national des premieres experiences faite^ en 

Floreal et^Prairial Tan 5 par la commission noinm^e poor exa- 

miner et yenßier les pkenomenes da Galvanlsme. 4. Paris. 

101 S. übersetzt in Ritters Beträgen f. p. 1 — 110. 
Pfaff, über thierische Elektricität und Reizbarkeit Leip&. 179& 
Bitter, Beweiss, dass ein beständiger Galvanismas den Lebens* 

process im Thierischen begleitet nebst neuen Bemerkungen und 

Ursachen über den Galyanismus. Weimar 1798. 8. 174 S. 
Alexander v. Humboldt, Versuche über die gereiztg Muskel 

und Nervenfaser nebst Yermuthungen über den chemischen 

Process des Lebens. Posen und Berlin 1797. S. 2. vol. 
Reinhold, specimen I.et U. de galvanismo. Leip. 1797. 98. 4. 
Ritter, physisch-efaemische Forschungiyi in chronologischer Folge L 

p. 43—58., 5Ö— 90., 125-^134. 
Ritter, neue Modificationen der Nervenerregbarkeit durch Galvä» 

nismus. Gehlen Journ. d. Chem. n. Phys. 6. p. 421. 
Ritter, Beiträge zur nfibern Kenntniss des Galvanismus und der 

Resultate seiner Untersuchung. Jena 1800. 8. 3. vol. 
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' S.chlu 8sb eme r kuDg. 

Da in keiner physikaliBchen DiscipUa so häufig wie im Ge- 
biete des Magnetismus nnd der Elektridtät frohere Arbeiten 
durch spätere berichtigt und widerlegt worden sind, eben so häufig 
aber auch dasselbe Resultat von vielen Seiten gleichzeitig erhalten, 
oft aber auch längst Bekanntes als neu wiederholt yeröffentlicht 
wurde, so musste aus dem überreichen Material eine gewisse Aus* 
wähl getroffen werden. Dies war besonders in Beziehung auf die 
filtern Arbeiten durchaus nothwendig. Ebenso sind einzelne den 
Erdmagnetismus betreffende Beobachtungen nicht angeführt, da sie 
in d^n allgemeineren Werken leicht aufgefunden werden können. 
Da aber die elektromagnetischen Wirkungen der Ströme in neue* 
rer Zeit vorzugsweise als Maasbestimmungen für alle Elektridtäts- 
quellen angewendet worden sind, so wird es gerechtfertigt er^ 
scheinen, dass in der Anordnung des Inhalts mit dem Elektro- 
magnetismus begonnen wurde, an welchen sich die Induktionser- 
scheinungen wiederum am natürlichste^ anschliessen, welche 
zugleich den elektrischen Strom in seiner einfachsten Form dar- 
stellen. Die komplicirteren Formen desselben (Galvanismoa, 
thierische Elektricität nnd Thermoelektiictlit) folgen dann, zuletzt 
die momentanen Ströme der Reibungs- nnd atmospiifirMdieQ 
Elektricität. 

Dove. 
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Sechszehnter Abschnitt« 
lieber das Auge, 

, L u d w i gV M s e r. 
A 



lieber den Weg der Lichtstrahlen im Auge. 

Dieser Gegenstand bildet das Faadament der Betraditang des 
Auges ak eines optischen Apparats, und es ist daher zweckmSssig, 
ihm einen eigenen Abschnitt zn widmen; man wird finden, dass 
hierdurch einige Wesentliche Aufgaben über dieses Organ zur Er- 
ledigung gelangen. Das Auge lässt sich mit einem System sphärisch 
gekrümmter Kürper vergleichen, in welchem jedoch die vorkom* 
menden Dicken nicht yernachlSssigt werden kikinen; über den 
Weg der Lichtstrahlen durch ein solches System sind in neuerer 
Zeit zwei Abhandlungen Ton Gauss und Bessel erschienen ^), 
die sich auf den vorliegenden Fall anwenden lassen. Wir folgen 
hier vorzugsweise der Untersuchung des letztem Gelehrten. 

Es sei ein System von i -4^ 1 Linsen, von beliebigen Krum- 
mnngriialbmessem und ans durchsiciitigen Substanzen von beliebi- 
ger Brechbark^ bestehend, deren Axen jedoch zusammenfallen, 
d. h. deren Mittelpunkte sämmtlieh auf einer und derselben Ge- 
raden liegen» Es wird ein Strahl vorausgesetzt, so gerichtet, dass 
eine Ebene durch ihn und die Axe gelegt werden könne. Die 



*) C. F« Gauss: Dioptrische Untcrsachnngeo. GötÜngsn 1841. — 
Bessel: lieber die Grondformeln der Dioptri^r, in Schumacher: 
Astronomische Nachrichten. Band 18. No. 415« Februar 1841. 



Durch einen vom Gorrector Übersehenen Irrtham des Setzers ist 
von hier ab statt 9S9 sqq. 337 sqq. paginirt worden, da sich der 
Setier nadi der Signatur gerichtet und tibersehen hat, dass unter 
den 34 signirten Bogen sechs Halbbogen sieb befinden. M» ia/t 
denmach hier kete Pefeet yorhanden. 
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Lage des Strahls ist dann bestimmt, wenn wir angeben, das« er 
die Axe unter dem Winkel w und swar in einer Entfernung a, 
▼on der ersten der brechenden Flächen gerechnet, treffe. Waa 
das System von Linsen betrifft, welche dieser Strahl auccessive 
durchdringt, so m&ssen wir die Radien derselben « ihre Dicken, 
ihre Entfernungen und endlich die Brechbarkeit ihrer Substanz 
bezeichnen. 

Es seien r, ri,r,.»..ri die Radien der vorderen Flächen, 
Q^Qit(f%^'*'ifi •* "■ • hinleren - 
d, di,d,....di - Dicken der Linsen, in der Axe 

gemessen, 

e, e j , e, .^ . .ei^i - Entfermmg der Linsen zwischen den 

einander zugewandten Flächen, und 

zwar ebenfalls in der Axe gemessen. 

Endlich seien nnin2..«.ni - Brechungsverhältnisse, dasjepige des 

umgebendea Mediums ^1. gesettt. 

Ueber die Zeichen der Radien r,^ u. a. w. ist zu bemer» 
ken, dass sie positiv gfnomoieii werden« aoUen, wenn die vordch 
len Flächen der betreffenden Linse convex sind, die. hinterea Flä« 
eben aber oonccrr. So wäre also in- dem Falle einer biconvexen 
Linse r positiv, q negativ ^u nehmen $ bei einer biooncaven r ne* 
gativ, Q positiv »..s. w. 

Wir haben jetzt den We|^ des Lichtstrahls» welcher mit der 
Axe den Wiukel w bildet und diese Axe in der Entfernung a 
von der Vorderfläche der Linse trifft, im Innern der Snbstanz zo 
bestimmen. Zu dem Ende nehme man an, dass dieser Strahl die 
Vorderfläche an einem Punkt treffe, zwischen welchem' und der 
Axe der Winkel t am Mittelpunkt der Krümmung eingesoUossen 
ist. Der Strahl wird an diese» Punkt ans seiner Richtiing gt^* 
lenkt, bildet nach der Brechung den Winkel v mit der 'Axe, und 
^ würde dieselbe in einer Entfernung b, von der ersten Linsenfläebe 
gemessen, trefiien. a und b, so :wie die später anzuführenden £ni> 
femungen werden positiv genommen, wenn die Punkte der Axe, 
auf welche sie sich beziehen, von den betreffenden Flächen nach 
Innen zu liegen. So wäre z, B. a positiv, wenn der ursprüng- 
lich einfallende Strahl die Axe hinter der ersten Linsenfläche 
trifft u» B. w. 

Mit den. angegebenett BesdchMingeB findet man ohne alle 
SchT^erigkeit: 
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r"«in }t— w| «s (a— r) sin w 
n sin 1 1— V I as «B 1 1 -r- w I 
(b— r) sin ▼ »rsin {t — 1| 
Wenn nan für die Brechung »n der binteren Fliehe ^, t, 9, a, /9, 
ded bisherigen r, t, w, a, b, eotsprecfaen, so hat man femer 
Q sin jr— v} = (/?— ^) sin ▼ 
sin jT — jpj « n sip |t — t} 
(a — q) mn gf ats g sin \t — ^i ' , ^ 

Endlich ist noch /9 s^s b— d 

Diese Gleichiaigeii bleiben für dk felgeaden Linsen diesel- 
ben, wenn man die Typen anwendet und «igleidi boaerkt, dass 
mit Befsng auf die zwdte linse Og =? «•*— e 

und w^ «n 9 ist. 
Wenn sämmtliche, hier vorkommende Winkel nneQdlich kleiq 
sind, so erhält man durch Substituirung der Bogen für die Sinus 

für die erste Linse: -r = — -4- °^^ ■ 
b a r 

n J^ n — 1 

aw s rt SS by 

agp ssK Qf ssi ßv 

/J « b^d 

für die zweite Linse: r-^ ep — -I- *"" ■. 
b, a, r^ 

a,Wt » r^t, ma h^Y^ 

/?. -b,-d, 
wo, wie schon bemerkt worden ist a^ ss a — e und W| as^ ist 

1 

Hieraus nun findet sich «1 m — 7 *- 



oder, da ß^ 
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b,— d 
1 


-(n.-l) 
«1 






1 




-d. b. 
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FürJ-üudeliiiau^^ _^j 1 








-^ (n.-l) 1 




Und euouen lur« - ^^ ^ 


1 


n+ n- 


-11 



p 

Subslitairt mfto diese letzteren Werthe in den Werth von a^, 
so erhält man diese Grösse in der Form eines Kettenbradis, wel- 
ches die ein&chste Form ist, unter der dieselbe dargestellt wer- 
den kann. In derselben Form stellen sich, wie man sieht, die 

Grössen V" » "^ «nd -" d«'» ^ 

Pi Ol «1 



Ans dem Yoranstehenden ergiebt rieh, dass 
die i + 1 Linsen folgenden Kettenbrach aufstellt: 
1 


wenn man ffir 


1— ni ' . 1 

« ' -di 1 




m +m-l 1 




r. *^_ei_,+ -— i 

- ■ 1— Di-l 

^-1 


1 
n-1 1 

r +a' 



SO wird der Werth des ganzen Kettenbrachs » ai sein. Haa 

wird femer ^j — ^, -— erhalten, wenn man davon das erste, die 
pi ni ai ^ 

zwei ersten, die drei ersten Glieder trennt, u. s. w. 

Der Ketteobrnch besteht ans 4 i + 4 Gliedern, nemlich aus 2i + 2 
KrÖQimungshalbmessern, i+1 Dicken und i Entfernungen der ein- 
zelnen Linsen von eioander. B es sei f&hrt daher zur Verein- 
fachung folgende Bezeichnung ein. 

Er setzt för i^^^ : (4i+3) 

^i 



fiir -^ ■■ (*' + 2) 



u. s. w. 
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Scbreibt man f&r den Werih des ganzen Kettenbracha 
[4i+3)a], für denselben mit fortgelassenem er8ten61iede[4i+2,a] 
n. 8. w«, so hat. fnan, don Vorhergehenden zufolge 

a,^[ii+3, a], -— [4i+2,a],^-[4i+M],^ [4i,a] 

und ähnliche Gleichungen f&r ai^i, ai^a.... ^^ u. s. w. 

Weni^ ein Kettenbruch gegeben ist 
1 '■ 

^+^J- ^ . . 

r + ....+ £^ 

z 
so hat man bekanntlich, um ihn auf einen gewöhnlichen Bruch 
zo bringen, folgende Grössen zu Ulden: 

p, pq+1, (pq + 1) r+p, u. 8. w. 
Bezeichnet man diese Grössen der Reihe nach durch (p), (p,q), 
(p,r) u. s. w., dann kann für den Werth des Kettenbrncbs ge- 
schrieben werden r^* 
(Pj*) 

(4i + 2.a) 
Diesem zufolge ist in noserm Falle [4i+3,a] ■* (4 i 4- 3 aV 

und so erhält man 

aibi _ (4i^l,a) 
ai/Ji""(4i+3,a) ^V 

Wenn man die Gleichnngen, , trelche wir ob^n fftr th 
nen Lichtstrahl mittheilten, welc^ber unter der Voraussetznng un- 
endlich kleiner Winkel durch Linsen sich bewegt, betrachtet, und 
die Winkel Wi , vi , gpt anf den anfänglichen Winkel w redndrt, 
so erhält man leicht folgende Relationen: 

• Wi »B Mi w 
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Eodlicb hat man noch ai as A^ \i\ IV 



bi «7^=^. ni V 



wo mit M| der Ausdruck ^'^' «»» ai~i p.fr|.>..f^i-i y^^^^^y^j^^ 

a.a, ... ai_i nD«D| ...Oi^i 

worden ist. Mittelst der vorigen tSleichang (i) geht Mi üb^r in 

(4i^l,a), iu so fern man erwägt, dass ^=:(3,a), j^=^ ^^ 

1>-i^/gi~i _ (4i— l,a) . 

ai^i.bi^,-"(4i-.5,a) "^' 

Daher erhält man Wi ■B(4i--^l9a)w I 

Da ferner, dem Obi§9n «iifolge 

Jf-ni [4i+l,a][4i,a]-ni [4t^ ^'*' '^ ^°^'* ""'^ 

niVi«(4i + l,a) w.... ü 
yi iB(4i+3,a) w.... IH 

(4{,a) 
'(4i-.la) 
(4i,a) 
(4i+l,a) 

Ä. «(^Mn. VI 

P^ *(4i+l,a)"* ^* 

*' "^(4i+3,a) "^^ 

Von den Gleichongeii 1 bis VII werden wir in den einzelnen Ab- 
schnitten Gebrauch machen, und fügen hier nur noch die nume- 
rischen Werthe bei, deren man bei der Adwendaog auf das Auge 
bedarf. 

Mai kann das Auge aus dreien Linsen bestehend annehmen, 
welche sich berühren, und von denen die erste dtfTcfi (fiö CorficSft 
und die vordere FUch« der CrystalHnse begvänsl wird, die zweite 
die Crjstallinse selbst ist, und die dritte durch den Glaskörper 
gcbiMet vOti. Biernadi «id auM^ der im folgOMken Abschnitt 
amiäUhrtiidan Miftdw^rtitö, wM 
r aK 3,39(1 piair. Linien, Radius dev Cornea 

d^^ IfSftt - - Intfbmiing dar Cornea von iOt 

VorderMobedarLäise 
^sr^ a 3,153 vorderer Radius der Linse 

d, s 2,040 - - Dicke der Linse 
Qi^^%^ — 2,251 - - hinterer Radius der Linse. 
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D.-l 



fenaer n a 1^366 
n^— 1,3839 
n.« 1^60 

Mit diesen Werthen findet man log. ^^if^« log. (9) «9,1 7396. n 

"» 
log. — e, -s lög.(8)— - CO 

*~"'-log.(7)=9,23184 
log. (6)00,16852. n 



log.-- 



log. 
log. 
log. 



!^^ — log. ^6)-9,08550 

— e ■=l9g,(4)—— oo 
1— n 



•-log.(3)-=9,02839.n 
= log. (2):^. 0,05898. n 
= log. (!)■= 8,99691 



log. _ - = 

, n-1 
log. -^ a 

Und mit Zugrundelegung dieser Werthe: 

log. (1,2)=9,94756 log. (9,8)=0, ^ 

- (1,3)«7,66997 - (9,7) «8,32797 

- (1,4)= 9,94756 - (9,6)=9,98616 
. (1,5)=9,05149 - (9,5)=^9,14370 

- (1,6)=9,85751 - (9,4)— 9,98616 
. (^,7)=»9,37187 - (9,3)= 8,55404 

- (1,8)=9,85751 - (9,2)=9,96736 
. (1,9) -9,10692 - (9,1)=9,10692 

Es mnss allerdings wegen der Eigenschaft der Grössen anter der 
Klammer (1,9)«« (9,1) und (1,8) "»(8,1) sein, welche Gleich- 
hdt sich jtdofch natfirlich auf die letzte Decimalstcüe nicht so 
erstrecken braucht 

I 



log. (8,7)=0, 

. (8,6)=0,16852.n 

- (8,5) =9,91409 

. (8,4)= 0,16852. n 

- (8,3)=9,99028 

- (8,2)=0,41400.n 

- (8,1)-9,85751 



iHaassbestimmmigeii über das Ange. 

Wir gsben bkr die fiir die optiscsbe BetracbtiiDS des Auges 
hauptsächlichsten Grössenverhältnisse nach der ZosMDiittBstdtiiBg 
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von Treviranui '). Sfimmtliche LinearmaasBe sind io pariser 
Unien aosgadr&ckt. 

1) Axe der fiasseren' Seite des Augapfels: 

10,2 bis 11,9 nach Petit 
12,0 - Jarin 

10| - Sömmerriog 

11, 10, 10,5 * Tiedemann 
9,7 10,5 11,0 Treviranus 

Mittel 10,68 

2) Dicke der Homhaat In der Axe: 

0,16 bis 0,25 nach Petit 
0,52 - firewster 

0,3 0,4 0,54 Treviranos 

Mittel 0,361 '^ 

3) Abstand der Vorderfläche der Linse von der hinteren FU- 
che der Cornea, in der Axe gemessen: 

1,25 nach Petit 

1.1 • Wintringham, Helsham, Treviranns 
1,3 " Sömmerring ^ 
0,89 - Treviranus 

1.5 Young 

Mittel 1,17 

4) Dicke der Linse: 

2, bis 2,25 nach Petit 

2.2 - Brewsler 

1.6 • Sömmerring 
1,75 nnd 2,5 • Tiedemann 
2, 2 1,8 2,1 . Treviranus 

Mittel 2,04 

5) Axe des Glaskörpers: 

6,67 nach Helsham 

6,2 Sömmerring 

5.5 Tiedemann 

5.6 6,0 7,0 - Treviranus 

Mittel 6^16 



1) 6. IL Treviranus: Anatomie and Physiologie der Sinneswerfc- 
senge. Bremen 182a Heft I. Fol 

Digitized by LjOOQI(:^ 



Ueber das Auge. 345 

6) Abstand der Mitte der Papille von der hinteren Fläche 
der Cornea: z 

1,038 nach Petit 

7) Radios des grössten äusseren horizontalen Bogens der Cornea: 

3,6 bis 3,7 nach Petita 

3,96 - Young 

3.3 ^ - Sömmerring 
2,66 3,12 3,27 - Tiedemann 

3.4 3,6 3,4 - Treviranas 

Mittel 3,39 

8) Radins der vorderen Krömmang der Linse: 

3,0 bis 4,6 nach Petit 
2,94 - Helsham 

4,2 - Sömmerring 

3,04 2,6 - Tiedemann 
2,6 3)0 2,6 - Treviranas 

Mittel 3,163 "^ 

9) Radins der hinteren ErOmmnng der Linse: 

, 2,6 nach Petit 

2,23 - Helsham 

2,4 - Sömmerring 

2,6 2,1 Tiedemann 

2,0 2,2 2,08 - Treviranas 

Mittel 2,261 

Eine Reihe genaner Messungen hat C. Krause in Hannover 
angestellt *) and wir entlehnen von seiner Mittheilung darüber die 
folgenden an 8 Augen gefundenen Werthe. 

1) Innere Augenaxe, von der hinteren Fläche der Cornea bis 
ZOT Basis der Centralfalte der Retina 

I II m IV V VI vn vni 

9,88 10, 9,8 9,6 9,66 9,65 9,4 9,46 Mittel 9,64 p. L. 

2) Dicke der'^Gornea in der Axe 

0,6 0,5 0,6 0,46 0,66 0,66 0,63 0,62 Mittel 0,64 - - 

3) Dicke der Linse 

2, 1,9 2,4 2,2 1,86 2,35 1,8 1,85 Mittel 2,04 - - 



*) Meckera Archiv. Band Vi. Poggefnd. Annal. Band 31 und 
Band 39. 
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4) Entfernang der vordereo Fläche der Linse von der hinte 
ren Fläche ^er Cornea: 

I II m IV V VI vn viii 

1,2 1,35 1,25 1,35 1,25 1,2 1, 1, Mittel 1,20 p. L. 

5) EntfemuDg der Hinterfiäche der Linse von der Retina: 
6,65 6,8 6,1 5,9 6,4 6,0 6,65 6,55 Mittel 6,38 p. L. 

6) Entfernung der Pupille von der Horj^aut: 

1, 1,15 1,25 — 1,1 1,1 0,9 0,9 Mittel 0,93 - - 

7) Radius der Cornea: 

4,38 4,12 3,67 3,913,84 3,78 3,86 3,72 Mittel 3,91 - - 

8) Halbe grosse und halbe kleine Axe der vorderen Linsen^ 
fläche: 

2,05 2, 2, 2,05 2,03 1,95 2,03 2, Mittel 2,01 p. L. 
0,95 0,91 1,14 1,10 0,83 0,98 0,95 0,94 - 0,98 - - 

9) Parameter der Hinterfläohe der Linse: 

4,49 4,99 4,99 4,51 4,03 4,53 4,09 3,79 - 4^3 - - 

10) Halbe grosse und halbe kleine Axe der Krununnng der 
Retina: 

5,12 5,05 5,12 5,07 5,14 6,05 6fi6 4,93 

4,45 4,15 4,^3 4,414,58 4,43 4,414,19 

Deber das Brechnngsverhältniss der durchsichtigen Theile 
des Auges besitzt man Messungen vqn Hawskbee, Honro, 
Young, Chossat, Breveater (siehe Treriranns am angef. 
Orte). För den Brechungsindex der Luft ae 1, des Wassers =b 
1,3358, ergaben die Messungen 

Für die wässrige Flüssigkeit 
' - LinsjB im Ganzen 

- » (äussere Schicht) 

^ ... (mittlere - ) 

- - . (Kern) 
• Glasfeuchtigkeit 
Ueoer den Durchmesser der Pupille hat Olbers Mes- 
sungen angestellt, indem er bei verschiedenen Entfernungen sein^ 
eigene Pupille im Spiegel betrachtete und ihre Weite durch z^ei, 
der Cornea möglichst genäherte Zirkelspitzen bestimmte. Der 
Durchmesser der Iris war 4/^'9. 

Entfernnng« Diirehm. der PüpIUe. 

4 Zoll 2,01 par. Linien 

' ' '- ■ , DigitizedbyVjOOQlC 



Chouat 


Brew8ter. 


1^38 


1,3366 


1,384 


1,3839 


1,338 • 


■ 1,3767 


1,393 


1,3786 


1,420 


1,3999 


4^339 


1,3360 
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Entfernung. 


Dorchm. der Pupille. 




8ZoU 


1^10 per. Linien 




12 - 


2^6 - ^ 


, 


16 - 


2^'. - 




20 - 


2,62 - - , 




24 - 


2,70 - - 




28 - 


2,74 - - 
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Laiii1>ert bestimmte dieselbe Grösse, iadem er sein Aoge In Ter- 
schiedene Entfernungen von der Oeffnnng im Fensterladen einer 
finstem Stabe brachte, und hierauf mdgliebst rasch die Weite der 
Papille in einem nahe gebaUenen Spiegel maass. £r fand*] 



Entfernung. 




Dnrehm. der 


PofUle. 




1 PUM 




1,14 par. 


Linien 




2 . , 




1,50 - 


• 




3 - 




1,70 - 






4 - 




1,89 - 






5 - 




2,08 - 






6 - 




2,31 - 






7 T 




2,63 - 






8 - 




2,78 - 






9 - 




2,89 - 






10 - 




3,15 - 






Der Durchmesser seiner 


bis 


betrog 4,'"70. 






Aehnliche Versuche 


fiber denselben Gegenstand 


thdit Haeek 


Mtn- 








, 



Von .der fintfemniig der Bilder im Auge und der 

Adapiimnge 
Die Ent^mnng der Bilder im Auge bei einer gegebenen Ent* 
feniMg der OOiecte Sann leicht ans den Formeln berechnet wer» 
den, welche im Abschnitt 9,Weg der Lichtstrählen im Ange'^ 
enthalten dnd. Üs ^ar dort (V) 

bj_ (Ai,a) 
ni'^CAi+M)' 



*) Lambert: Pbolometn^a u. s. w. Angsburg 1760 §. 853. 
**) A. Hneck: IMe Bew.sgnng der Crystalllinse. Dorpat 1839. 

P«fr ^'^^ n \ 
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WQ t die EntfernnDg hinter der ersten Linsenfläcbe bedeutet, in 
weleh^r der einfallende Strahl die Axe trifft $ bi dieselbe Entfer- 
nung, gemessen von der Vorderflfiche der i + lsten Linse f&r den 
gebrochenen Strahl« Da beim Auge i^2 ist, so geht die letz- 
tere Gleichung über in ' ' - 

K (8,a) 
n,"'(9,a)- 
Nun ist, nach der Art wie die Grössen unter der Klammer gebil- 
det werden, 

(8,a) = a (8,1) + (8,2) 
(9,a)-a (94) + (9,2) 
Befindet sich ferner ein leuchtender Punkt in der Axe, undswar 
in der Entfernung a vor der ersten LinsenllAche (welche hier die 
Cornea ist), so ist in der letzten Gleichung a negativ zu neh- 
men, und so ergiebt sich 

(8,2)-a(8,l) 
^-=(9,2) — a(9,l)"*- ^"*- 
Wie man sieht, häpgt b, bloss von a und von der Einrich- 
tung des Linsensystems ab, aber keinesweges von dem Winkel, 
welchen der einfallende Strahl mit der Axe bildet. Das gefun- 
dene b^ gilt somit f&r alle Strahlen, die der leuchtende Punkt 
aussendet, vorausgesetzt nur, dass sie unendlich kleine Winkel mit 
der Axe bilden; d h. der leuchtende Punkt wird sich in der Ent- 
fernung b^ abbilden» 

Für die mittleren Dimensionen des Auges nach TreviraQas 
ergab sich nach dem angefahrten Abschnitt 

^ (8,2)=:-2,59423 log. iS,i)^9fi676i 
(9,2)«+0,92761 log. (9,1)=9,10692 
log. n. »0,12581 
Hierbei liegt die pariser Linie zum Grunde, und in dieser Einheit 
muss auch die Entfernung a ausgedrückt werden. . b, ist von der 
hinteren Fläche der CrystalUin^e gemessen; addirt man hierzu 
3,'''571, so erhält man die Entfernung d^ Bilder von der Cor- 
nea aus. 

Aus der Gleichung (VIII) ergiebt.sich nun: 
a b. b, 

in Zollen in Linien von der Cornea 
00 7,523 11,094 

30 ^7,755 11,326 

^ Digitizedby VjOOQIC 
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a 


b. b. 


in Zollen 


in lAmea ^von der Cornea 


15,3 


7,986 ' ' 11,567 


10,4 


8,218 11,789 


7,9 


8,450 12/)21 


6,5 


8,681 , 12,282 


5,6 


8,913 12,484 


4,8 


9,144 12,716 


4,3 


9,376 12,947 
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• Anmerk. Sollte man es za angen&herteD Rechnongen be- 
quemer finden, eine einzige brechende Fläebe, die Cornea, ani^a- 
ndimen, so könnte diess geschehen^ wenn man den Radius der- 
selben 3%39 beibehielte^ der Substanz aber einen Brechnngsindex 
1,4416 asn beilegte. Die Entfernung der Bilder von der Cornea 

nra 
wurde dann 7- — n-- — - betragen, d. h. für aacoo dl'"507, 
[ja — 1) a— r " ^ 

«30" 11,31, 
«4",3 13,00, 
, welches eine genögende Uebereinstimmung gewährt. 

Wie man aus den angegebenen Werthen von bj sieht, triSt 
selbst im günstigsten Fall das Bild die Retina nicht, sondern bil- 
det sich erst später. Der günstigste Fall ist der, wo das Object 
unendlich entfernt } dann liegt sein Bild 11 ^'^,09 hinter der Cornea, 
während die Retina nur 9''',83 davon entfernt ist. Daraus jedoch 
darf man nicht folgern,' wie es Einige gethan haben, dass unsere 
Lehre vom Sehen, nach welcher deutliche Bilder auf die Retiqn 
fallen müssen, unrichtig sei, sondern nur dass die Dimensionen 
des Auges oder das BrechnngsverhäUniss der einzelnen Theile des. 
selben nicht genau genug bestimmt seien. Wie liesse sich auch 
eine grosse Genauigkeit bei so schwierigen Messupgen und bei 
einem Theile, der nach dem Tode Veränderungen unterworfen ist, 
erwarten? Nach Yallöe *) soll die Differenz der Rechnung mit 
der Wirklichkeit daher rühren, dass der Glaskörper nicht hodao- 
gen sei, vielmehr aus Schichten bestehe, welche nach hinten an 
Dichtigkeit zunehmen, Diess wäre eine der vielen mdglichen Er- 
klärungen, welche nur das eine gegen sich haben, dass sie nicht 

*) Ysllee: Memoire sar U tb^orie de l'oeil. 3me. Siehe Comptes 
readus hebd. Pkris. Tome XIV. pag. 481, og izedby^oogK^ 
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Ihatsächlich nachgewmen worden. Uebrigens briogt es die Lage 
dieses Gegenstaades (die EntfemiiDg der Bilder von der Cornea} 
mit sich, dass man fl&r jeUt yon den ferneren Cntersnchongeii 
wird abstrahiren müssen'; es würde k. B. kaum lohnen, den et- 
genthümlichen Ban der linse, die nicht vollkommene Sphiriiitat 
der Flächen des Auges in Betracht zu sieben. Auch ist mati 
vorläufig genöthigt, die mittleren Dimensionen ans den Messun- 
gen an vielen Augen anzuwenden, obglei'di Krause und Tre- 
viranus sonst mit Recht bemwken^ dass man eigentlich jedes 
A^e für sidi su betrachten habe. 

Was nun die Adaptirnng des Auges betrifft, so kann inan 
in dieser ganzen Sphäre kaum ein Thema' finden, über weldiee 
verschiedenartigere Ansichten aufgestellt seien. Ja wir begegnen 
gleich von vorn herein der Meinung ausgezeichneter Gddirt«ii, 
nach welcher das Auge in allen Entfernungen, mit Ausnahme d^ 
gar zu kleinen, deutlich sehe, ohne dass wesentliche Veränderun« 
gen in- den Reiractionsverhältnissen eintreten sollen. (Haldat 
will in neuester Zeit an der Crystalllinse des Ochsen beobachtet 
haben, dass sie convergente, parallele und divergente Strahlen in 
diner und derselben Entfernung vereinige, und läognet dem- 
nach |ede Adaptirnng! (Gomptes rendns etc. Hai 1842.) An- 
sichten dieser Art sind jedoch nicht haltbar. Man ist schon nicht 
im Stande, zwei ungleich entfernte Objecto zu gleicher Zeit deut- 
lich zu sehen, sondern nur das eine oder das andere, worüber 
Hueck folgende nähere Angaben macht *).' Man «ehe bald nach 
einem möglichst nahen (5 bis 7 Zoll entfernten) Gegenstand^ und 
bald nach einem weit abstehenden, und wechsele hierin so rasch 
als möglich. Man wird dann gewahr werden, dass es iouner ei- 
ner grossen Zeit bedarf um das Auge aus dem einen Zustand in 
den andern zu versetzen. Sodann bemerkt man, dass es Idchter 
ist, beim Fixiren eines Objects gleichzeitig ein anderes seitwärts 
vom Axenpankt belegenes und also eben so deutliches, zu beach- 
ten, ab bei Betrachtung . eines entfernten Objects auf das nahe, 
oder umgekehrt, zu achten. Man kann es durch längere Uebung 
sogar dahin bringen, das Auge zum Nahesehen, durdi die blosse 
Vorstellung desselben einzurichten, ohne dasselbe auf einen nahen 



*) A. Batci: Die Bewc|;iuig der KrjrstaU- Linse. Dorpst 1839. 
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Gegenstaad lenken su müssen, und eben so ^zam Fernsehen. 
Hoeck, Job. Mfiller und Volkmann vermdgen diess. Dir er- 
stere giebjt an, dass, nm die Adaptinmg ffir die Ferne, bei einem 
nabe' gehaltenen Gegenstand und trots desselben, %u erreichen, er. 
so thoe, als wolle er durefa den Gegenstand bitrdarchseben. Sind 
et Bachstaben, so erscheinen sie dann, wegen der Zerstreaangs- 
kreise, sdiattig. Dergleichen Versache mnss man nur mit einem 
Aage, während das andere geschlossen ist, anstellen, wdl sonst 
Doppelbilder entstehen würden. 

Anderweitige Thatsachea, welche die Kotbwendigkeit der 
'Adaptirang darthnn, findet man ausser bei Hneck auch bei Bn^ 
raw *), Volkmann**) und in Job. Müller's Betrachtang des 
Gesichtssinnes *•*). 

Ich selbst habe über die. Adaptimng etwas aosuführeif, wo- 
durch (Bie so gut wie unzweifelhaft bewiesen wird^ aämHch den 
Nutzen derselben, auf den bis fetzt meines Wissens noch nicht 
aufmerksam gemacht worden ist. In dem Absdmitt über das Schä- 
tzen der Entfernungen a. s. w. werde ich zeigen, dass erhebliche 
Vortheiie ddm Sehen ans dieser Adaptirung erwachsen, und dads 
das Auge sogar einifeines Gefühl Ton der Adaptirung habe. 

Obgleich das Auge sich adapiirt, so muss man sich doch vor 
dem Irrthum hüteo, in den mehrere Autoren bei dieser Gelegen- 
heit gefallen sind, indem sie nämlich ein Bild von geometrischer 
Genauigkeit auf der Retina yoraüssetzen. Diese Voraussetzung iat 
den bekannten Thatsachen so widersprechend, dass selbst diejeni- 
gen, die sie theilen, genöthigt sind, in^der Anwendung eine be- 
d^tttende Milderung eintreten zu lassen. Sie sagen, ein no|>males 
Auge aehe die Gegenstände in allen Entfernungen, (mit Ausnahme 
der zu kleinen) vollkommen deutlich. - Was verstehen sie 
hierunter? Kann man irgend einem Auge eine vollendet deutliche 
Wahrnehmung zuschreiben, wenn jeder den Gesichtswinkel ver- 
grössemde Apparat ^e Gegenstände anders zeigt, als sie mit blos- 



« *) Bu^ow: Beiträge zar.Phjrskftlogjie uod Physik d^ «leDSchlicheD 
Auges. Königsberg 1841. 

**) Volkmaan: Neue Beiträge zur Physiologie des Gesichtssinnes. 
Leipzig 1836. 

***) J. MülleV: Haodbach der Physiologie des Menschen. Cobienz 
1838. Baod 2. Abtbeil 2. ' i og izedby^OOglt: 
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Sem Aage gesehen werden kdonen? Das gute Auge, flhrt man 
fort, sieht z. B. in allen Entfernongen die Lini^ als Linie. Die 
etwa auf Papier gezogene Linie ist nim aber keine Linie, wie je- 
des Mikroskop beweiset. Diesa ist zn offenbar, als dass e« onbe« 
r&claichtigt hätie bleiben können, und man ISsst also eine Modi- 
fication jener Voraussetzung voUkommen deatlicher Bilder eintre- 
ten. Man spricht ausser von Deutlichkeit auch von Schärfe der 
Wahrnehmung; die Unregelmässigkeiten der Linie werden, wie man 
angiebt, deshalb nicht wahrgenommen, weil ihr Bild auf der Re> 
tina zn klein ansiSUt und weil Bilder, welche eine bestimmte 
Grösse nicht erreichen, auch nicht mehr percipirt werden. 

Die Unterscheidung von Deutlichkeit und Schärfe kann man 
sich sehr wohl gefallen lassen. Die Deutlichkeit wird abhängen von 
der Anordnung der brechenden Substanzen des Auges; die Schärfe 
der Wahrnehmung wird von der Empfindlichkeit der Retina, 
von der Feinheit und der gedrängten Lage der Nervenendigungen, 
aus denen sie besteht, abhängen. Beide Momente sind demnach 
sehr verschieden; allein wie wird man sie in dem Endresultat 
unterscheiden? Dieses Endresultat ist kein anderes, als ein nicht 
Vollkommen percipirter Gegenstand. Wozu wurde nun auch die 
absolute Deutlichkeit dienen, wenn die Schärfe nicht absolut ist, 
und auch nicht wohl absolut sein kann, da ja die Nervenenden 
doch keine mathematischen Punkte sind. (Siebe über diesen Ge- 
genstand auch Volkmann in dem a^gef. Werke p. 118.) 

Lässt sich nichts anf&hren, woraus die Nothwendigkeit geo- 
metrisch genauer Bilder im Auge erhellte, so ist der Beweis f&r das 
Gegentheil, dass nämlich diese Bilder unvollkommen seien, desto 
lachten Das Auge ist nicht achromatisch. Man sieht z. B« 
immer farbige Ränder, wenn man Doppelbilder hat, sei es, dass 
man mit einem Auge durch zwei feine Oeffbungen nach einem 
Gegenstand sieht, oder auf die gewöhnliche Weise mit beiden Au- 
gen Doppelbilder hervorbringt. Sind diess Earbensänme bei nicht 
richtiger Vereinigungsweite, so hat Frauenhofe r den Mangel an 
Achromasie direct bei richtig adaptirtem Auge nachgewiesen *). 
Er Hess nach und nach die Farben des Spectmms in das Fern- 
rohr eines Theodolithen fallen, und den Micrometerfaden desselben 
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belenchteD. Geschah diess darch das rothe Licht and war das 
Ocolar so gestellt, dass der Faden deatlich gesehen wurde, sa sab 
man ihn nicht, wenn die Beleochtaag darch blaues lacht bewirkt 
wurde. Das Oeular musste dem Faden jetst nfiher gerfickt wer- 
den, und Kwar um mehr als das Doppelte der Lfingenabweichung 
wegen der Farbenzerstreuung der Ocnlarlinse. Frauenhofer 
fand, dass in sdnem Auge parallele, also aus unendlicher £ntfer«> 
nang kommende, rothe Strahlen dieselbe Vereinigungswdte hat- 
ten als blaue, welche im Mittel ans einer Ent£ernang von 20,6 
Zoll divergirten. (Die einzelnen Beobachtungen an zweien Ocalaren 
aus Crownglas und zweien aus Flintglas gaben 23,'7. 21/^3. 19,5 
17>9-) Auf den Antheil, den die Farbenzerstreuung der Linse 
hat, ist hierbei Rucksicht genommen. 

Für die nicht vollkommene Deutlichkeit der Bilder im Auge 
spricht dann femer die Irradiation, oder die Ausbreitung des Lichts auf 
der Retina, jene wohlbekannte Thatsache, dass helle Gegenstände 
uns zu grosse eiischeinen. Die Theorie, welche man hierüber ge< 
wohnlich aufstellt, sieht in dem Phänoi|ien der Irradiation eine 
eiganthümlicfae Wirkung der Retina, vermdge welcher Theiie der-» 
selben von benachbarten mit eri'egt werden, und es ist md^ieh, 
dass die Voraussetzung vollkommen deutlicher Bilder durch den 
brechenden Apparat des Auges, von def man als unbezweifelt 
ausging, eine Theorie dieser Art aufstellen liess« Ich w«rde'sp&* 
ter in einem eigenen Abscliuitt «eigen, dass keine Erscheinung 
über die Irradiation bis jetzt bekannt sei, welche eine eigen«^ 
thümliche Wirkung erkennen liesse, dass vielmehr der Mangel 
deutlicher Bilder zur Erklärung hinreicheod sei. Wie es nun 
hiermit auch stehen mag, so ist jedenfalls eine Irradiation im 
Auge vcntendcB, und daher kann wiederum von vollkoinmeu 
deutlichen Bildern nicht die Rede sein. Die Wahrnehmung 
täuscht hierüber leicht. Hau betrachte das Bild in einer massig 
guten camera obscura, und . man wird es für ein sehr deutliches 
halten; wendet man jedoch ejne Blendung an, so wird man bald 
finden, dass mau die Deutlichkeit überschätzt habe. Auch bei oi- 
ner guten camera obscura ist es aus mangelnder Uebung keine 
leichte Sache, sie auf ein Object gehörig einzustellen, und man 
bleibt innerhalb ein^s mehr oder minder grossen Intervalls über 
den eigentlichen Ort des Bildes ungewiss, »um Beweise, dass nn- 
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ser gewöhnliches Crtheil' über die Deutlichkeit kein sehr siche- 
res sei *). 

Nachdem wir' nunmehr das Vorbandensein der Adaptirung 
nachgewiesen, kömmt es darauf an, inessende Beobachtungen dar- 
über anzustellen. Wenn man nach Porterfield's Angabe einen 
weissen Faden auf schwarzem Grande . ausspannt, und längt 
des Fadens sieht, so erscheint derselbe bekanntlich ein£ach und 
als Faden erst von, einer gewissen Entfernung ab, und bleibt es 
während eines verschiedentlich grossen IntervaUs. Vor und hin- 



*) Bei dieser Gelegenheit will ich ein Paar Worte fiber das Einstel- 
len einer camera obscnra hinzufügen, ein Gegestand, der in jetziger Zeit 
nicht ohne Wichtigkeit ist. Lambert bat in den Abhandlangen «der 
Berliner Alcademie aas dem vorigen Jahrhandert die Frage behandelt, wo- 
her es rühre, dass die Bilder, welche die convexe Linse giebt, auf der 
Tafel za kleben scheinen^ und keinen perspecliTischen Eindruck hervor- 
bringen, leb habe den* Aufsatz nicht zur Hand, und erinnere mich nur 
der Aufgabe, aber nicht der Art, wie Lambert sie gelöst hat Die rich- 
tige Lösung ist aber jedenfalls diese: Die gute Linse, d. h* diejenige, 
welche von den Abweichungen möglichst frei ist, giebt ein perspectin« 
Bches Bild; bei dem Bilde einer schlechten Lin^e mit zu grosser Apertar 
mangelt dieser perspectivische Eindruck und es scheint wie auf der Tafel 
zu kleben, worauf man es fallen ISsst. Das Aage ubertrSgt dasselbe Ur« 
theil auch auf photographische Bilder, die mittelst solcher Linsen ange- 
fertigt worden sind. Daher reicht zu einem vollendet treuen Bilde die 
gute Linse noch nicht hin, sie muss auch sehr scharf eingestellt werden. 
Und diess eben ist schwieriger, als man glaubt; es ist mir mit der scho- 
nen Doppellinse, welche Voigtländer und Sohn in Wien nach Profes- 
sor Petzval anfertigen, erst nach längerer Uebung gelungen, und gelingt 
nach meinen Erfahrungen Anderen gar nicht« Es ist also dem Auge nicht 
so leicht, innerhalb eines gewissen Intervalls, die verschiedenen Grade der 
Deutlichkeit zu beartheilen,nnd das darf bei mitnchen Fragen, die über das Auge 
aufgestellt werden, nicht übersehen werden. Wenn man eine Linse möglichst 
scharf einstellen will, so finde ich es am ztveckmässigsten, Zahn und Trieb, 
duifch welchen dieselben jetzt gewöhnlich bewegt werden, nicht anzu- 
wenden, denn diese Bewegung ist wegen des todten Ganges unregelmSs- 
Big und springend. Viel besser ist es, wenn man die Bewegung durch 
Drehen eines Rohres in einem andern bewirkt Das Auge vergleicht 
danU; wenn man es unabänderlich auf einen feinen Theil des Bildes fixirt 
(wo möglich stets aul denselben), die auf einander folgenden Grade der 
Deutlichkeit, und die Hand bringt leichter denjenigen zurQck, den das Auge 
PSlt den höchsten erkannte. Loupen thun hierbei gute Dienste, besonden 
wenn sie mittelst einer Röhre auf der matten Glastafel aufgesetzt werden 
and alles seitwIrts kommende Licht abhalten. 

^ ■ Digitizedby^OOgK^ 
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ter diesem Interyall erscheiDt der. Faden flficheDhaft ansgebrettel, 
and die Ansbreitong nimmt zn, je weiter von derselben entfernt 
der Faden üxirt wird. Sonaeb erhielte man hierbei eine untere 
und eine obere Gränze für die Adaption, und man kdnnte z. B. 
sagen: das Ange adaptire sich far Gegenstände, welche 5 bis 6 
Zoll entfernt seien. Dem Vorhergehenden zufolge kann jedoch 
hiermit nicht gemeint sein, dass in diesem Intervall der Faden 
vollkommen deutlich gesehen werde} das wird er niemals. 
Sondern es kann darunter 'nnr verstanden sein, dass innerhalb 
dieser Gränzen die Undentüchkeit nicht bedeutend genug sei, den 
Faden und ähnliche (vollends grössere) Objecto in der Wahrneh- 
mung sehr zu verändern. , , 

Inzwischen ist es mir nicht gegluckt, auf diese Weise zu ir- 
gend genauen Werthen zu gelangen, und ich wandte mich an die 
Drsebeinung der Doppelbilder, welche mittelst zweier feinen Oeffi- 
jnungen von einem Gegenstände erhalten werden, der zu nahe oder 
zu entfernt ist, als dasa seine Strahlen sich auf der Heftina selbst, 
und nicht vielmehr hinter oder vor ihr vereinigen. Auch bei die- 
sem, von Scheiner angegebenen fixperiment giebt es eine obere 
und untere Gränze, zwischen welchen das Object einfach er» 
scheint« und auch für diese Gränzen gilt das, was so eben bei 
der ähnlichen Erscheinung des Fadens bemerkt worden ist. 

Auf einer messingenen Skale von 18 Zoll Länge war eine 
fein^ Spitze mittelst eines Index zu verschieben; an dem Anfang 
der Skale befand «lieh eine Metallsch^ibe mit. zweien feinien Oeff- 
iiungen, durch wel<;he gegen eine weisse, dem Tageslicbt ausge- 
aetzte Tafel, visirt wurde. Die Spitze, welche bei zu grosseir 
Nähe. doppelt erscheint, wurde allmählig entfernt,, bis sie ein; 
fadi erschien; hierauf do Weit weggeschoben, dass sie wiederum 
doppelt wurde und dann allmählig genähert, bis beide Bilder 
zusammenfielen. Trotz angewandter Sorgfalt war ich aber auch 
hierbei nicht im Stande, gut zusammenstimmende Werthe zu 
ehalten, und ich theile, diess nachzuweisen, von vielen Beobach- 
tungsreihen, die ich anstellte, eine mit, welche rasch hinter ein- 
ander ausgeführt wurde. 
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Ich glaube zweien Umständen den wenfgeil Erfolg dieser 
Versuche zuschreiben zu mQssen« Einmal ist es Ton erheblichem 
Einfloss, wenn die beiden OeiFnungen yor der Pupille verschebea 
werden, und zwar desshalb^ weif die CrystalUinse am Rande eia 
geringeres Brechnngsverhältfliss hat, als mehr nach der Mitte so. 
Hiervon überzeugt man sich leicht. Man stelle die Spitze so, das8 
6ie einfach erscheine, und verschiebe nun die beiden Oeffnungen, 
durch welche man sieht, längs der Pupille, so wird man die 
Spitze bald einfach, bald doppelt sehen, und verdeckt man die 
eine oder andere Oeffnung, so überzeugt man sicfa^ dass am Rande 
der Pupille eine geringere Brechnngsfähigkeil' vorhanden sein 
mnss. Es kötnmt daher bei diesen Versucfaen viel auf die unab- 
änderliche Stellung des Auges gegen die beiden Oeffnungen an. 
Um diess so gut als möglich zu erreichen, verfuhr ich so, dass 
ich das Auge hinter der Scheibe hin und her bewegte, bis die 
beiden Spitzen und die hellen Kreise, in welchen sie zu stehen 
scheinen, gleiche Lichtstärke besassen. Der zweite störende Um«- 
stand ist der, dass die Feuchtigkeit, mit welcher die Cornea über* 
zogen ist, namentlich bei fortgesetzten Tersuchen eine nicht rie- 
gelmässe Gestalt annehmen mag. Sähe man mit freiem Auge, so 
würde der störende Einflnss solcher Stellen verschwinden, anders 
jedoch, wenn man durch feine Oeffnungen sieht, wo dergteiehen 
Unregelmässigkeiten sich sehr geltend machen können. 

Wenn auch durch diese Versuche, die ich auch von anderen 
Personen anstellen Hess, das fragliche Intervall mit keiner grossen 
Genauigkeit gefunden ^werden kann, so scheint doch mindestens 
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em solches latervall yorbanden sei. Ks kt niclii richtig, weno 
fodbrcre Pbysidogen and Physiker der Oleinuag siad, dass bei dem 
s«§eaanQtea normaleii Auge von eioem derigleicheB loterirsll nichts 
▼orkompae, dass dieses Auge vielmehr von eiliger gewissen verbSlt« 
mssmässig kleinen EQifernung ab bis. ins Unendliche die Spit2# 
durch zwei Oeffnungen einfach s€;hen würde. Wir werden so- 
gl^ch naeb weisen, auf welehe Art sich die verschiedenen Augen 
in Bezug auf dieses Exp^eriinent vevbaltea und wollen vorläufig 
nur bemerken, dass bis jetzt nichts bekannt sei, welches einen 
spezifischen Unterschied zwischen den verschiedenen Augen auf«* 
zostdlen berechtigte. Mit Bezog auf die im Leben am bäofigsten 
vorkommende Gegenstände ist allerdings das Auge das braiicb- 
barste, welches die Objecte weder in zu grosse Nabe bringt noch 
dieselben zu weit entfernt, und die meisten Beschäftigungen (Lesest 
Schreiben u. s. w.) sind auch den Anforderungen dieses Auges ge^ 
o^lss eingerichtet Allein doch ist, optisch genommen, kein er- 
heblicher Unterschied zwischen diesen Augen und den kurzsichti- 
gen, and obgleich diese letzteren eine& so kleinen Spielranm haheni 
berecbtigt bis jetzt nichts, ihnen eine kleinere Adaptionsfähigkei^ 
zuzuschreiben. 

Die zu Anfang dieses Abschnitts mitgetheilte Tafel über die 
Estfanaoog der Bilder b^ für gewisse Entfernungen der Objecte a 
habe ich nämlich so eingerichtet, dass die aufeinanderfolgende 
Wertbe von b^ die constante Differenz 0%2316 habi^. Ich 
werde diese Differenz das Maass der Adaptionskraft nennen end 
voraussetzen, dass, wenn bei irgend einem Auge Bilder in' der he« ^ 
stimmten Fntfernung b, deutlich seien, das Auge die Fähigkeil 
habe sich so zu verändern, dass es andere Bilder in der Entfci^. 
nnng b, + 0''^2316 mit gleichei* Deutlichkeit sehe. Wenn diese 
der Fall ist, so wird nach jenejr Tafel ein Auge Objecte deutlich 
sehen: 

in der Entfernung von 4'',3 bis 4,8 
oder —-. — — — 10,4 ~ 15,3 u. s. w. 
oder — — — — — 30" — CO 

hier wäre also ein sehr verschiedener Spielraum der Adaptirung, 
während die zu Grunde liegende Kraft doch dieselbe ist, nur der 
Effect dieser Kraft ist verschieden, und das ist im Allgemeinen 
gerade dasjenige, was die Erfahrung zeigt. 

Es versteht sich hierbei von selbst, dass wir auf die Differenz 
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in der Bildseite ron 0'",2316 gerade kein besonderes Gewicht 
legen, obgleich dieselbe von der Wahrheit nicht viel entfernt sein 
dfirfte. Wir brauchen ferner nicht zu wiederholen, dass wir nidit 
die Absicht haben, das in Rede stehende Intenrall der Adaptirnng 
Ar ein solches aaszogeben, innerhalb welches die Bilder toU- 
kommen deutlich seien, sondern nur für dasjenige Intervall, in- 
nerhalb welches Bilder von relativ kleinen Gegenständen nicht 
wesentlich verändert erscheinen. Ich kann keinen anderen Begriff 
mit dem verbinden, Was man bei den Wahrnehmungen des Auges 
Deutlichkeit nennt. Es wird jauch gut sein zu bemerken, dass 
iM Entfernungen, in welchen die Spitze einfach erscheint, nicht 
diejenigen sind, in welchen das betreffende Auge die gewöhnlichen 
Beschiftigungen vornimmt, dass vielmehr die Kurzsichtigen die 
Gegenstände mehr entfernen, wahrscheinlich weil die grössere Un- 
deatlichkeit durch den Vortheil aufgewogen wird, beide Augen 
ohne Anstrengung gebrauchen zu können. Endlich möchte ich 
noch darauf aufmerksam machen, dass die Hypothese von der 
gleichen Adaptionskraft der verschiedensten Augen nur für die 
gewöhnlich vorkommenden gilt, und durch einzelne Individuen' 
mit einem überwiegend grossen oder kleinen Adaptionsintervall 
nicht wohl widerlegt Verden kann. 

Was die Behauptung betrifft, dass es auch fSr die normalen 
Aogen eine Gränze geben wird, jenseits welcher sie die Spitze 
durch zwei Oeffnungen wiederum doppelt sehen, so ist, wie ge* 
sagt, vorauszusehen, dass sie bei der Vorstellung, die man häufig 
von der Natur dieser Augen hat, Widerspruch erfahren wird. 
Dass er jedoch nicht begründet wäre^ ersieht man schon daraus, 
dass wenn ein solches Auge durch ein stark vergrösserndes Mi- 
kroskop sieht, es eben so genau einstellen muss als die anderen 
Augen, was freilich nnr dann wird gehörig beachtet werden kön- 
nen ,- wenn es sich um das Erkennen sehr Ideiner Gegenstände 
handelt, die gewissermassen die Gränze der Leistungen des Instru- 
ments bilden. Ausserdem spricht för die Richtigkeit jener Be- 
hauptung Volkmann, welcher sich so äussert*): y,Trevirana8 
hat Unrecht, wenn er den entscheidenden Versuch Scheiner's 
nur för kurzsichtige Augen göltig hält. Ich habe gefunden, dass 
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auch, die weitsiclitigoten Menschen durch zwei Kartenlöcher ein 
hinreichend entlegenes Object doppelt sehen.^' 

Und endlich lassen die Untersuchungen Burow's'^) hierüber 
deinen Zweifel zu. Er hat über die Adaptionsßihigkeit im Allge« 
meinen dieselbe Ansicht, als vorher entwickelt worden, und hat 
an vielen Individuen mit einem fihnlichen Instrumenta» als dem 
beschriebenen, Versuche über das Adaptionsintervall angestellt« 
(Burow fuhrt an, und.es ist zur Beurtheiiung der folgenden, von 
ihm an 11 Individuen gefundenen* Werthe nöthig zu wissen, dass 
trotz der Einfachheit des Experiments es nur wenige Menschen 
gebe, die nicht zu ungeschickt wären, es anzustellen.) 
Einfaches Bild 

beim Entfernen beim Nähern 
der Spitze der Spitze 
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Einige dieser Zahlen sprechen für die vorausgesetzte Di£Perenz 
von 0^^^,2316 in dem Werthe von b, ; andere entfernen sich da- 
von, was bei der Natur solcher Beobachtungen nicht anders er- 
wartet werden kann. Da, wo~es im Folgenden einer positiven 
Annahme bedarf, werden wir es bei der unsrigen bewenden lassen. 

Was die Art betrifft, wie die Adaptirnng im Auge vor sich geht, 
so giebt es darüber so viele Ansichten, als möglich sind. Die Verlän- 
jgernng und Verkürzung des ganzen Angapfels, die Veränderung des 
Radius der Cornea, der Entfernung zwischen Cornea und Linse, der Ra- 
dien dieser letzteren und endlich Veränderungen des Brechnngsverhält- 
nisses hat man zumBehuf der Adaptirang in Anspruch genommen^ ond 
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wh wolkn saTördent die eine oder aodere dieser Ansichten dereh 
die Rechnung verfolgen. /, 

Wm die Verfindenmg der Aze des Augapfels betrifit, so 
mtksste dieselbe 0''',2316 betragen, wenn das Auge innerhalb des 
besprochenen Intervalls sich adaptiren aoUte. 

Was die Veränderung in dem Radins der Cornea anbelangt, 
ao kann ^man sie auf folgende Art finden. Zwischen a und b, 
hatten wir zu Anfang dieses Abschnitts die t Gleichung 

Man setve (8,1) « (D (S^^) + (^^3) 
(9,1) s (1) (9,2) + (9,3), 

und der Kürze halber -^ s p, 

1.SU ul (8,3) -P (9,3) , 1 ,x 

so erhÄlt man . (1) » — (8,2) - p (9,2) + a ' ' ^ 

Nun ist (1) as ^^—" und r der Radius dei- Cornea, somit 

kann aus dieser Gleichung für beliebige Werthe von a und b, der 
entsprechende Halbmesser der Hornhaut gefunden werden. 

Wir wollen diese Gleichung zuerst benutÄCji r für den Fall 
KU bestimmen, dass das Bild eines unendlich entfernten Gegenstan* 
des genau aujf die Retina falle. Nach den angegebenen mittleren 
Dimensionen des Auges mfisste also für aacx) 

b^sB6'",26 sein, und so- 
mit findet sich r =« 2'",884, 
während im Mittel der Radius der Hornhaut » 3'',39 gefunden 
worden ist. Mite ist nun auch der Meinung, dass dieser letztere, 
nnsem Rechnungen zu Grunde liegende Radius zu gross sei, 
und dasii überhaupt, wenn die Bilder nach der Rechnung nicht 
auf die Retina fallen, dies von der Veränderung äeB fraglichen 
Halbmessers nach dem Tode herrühre. Er giebt an, dass ein vor 
das Auge lebender Menschen gehaltener Kartenausschnitt von 3"', 
Radius mit der Corneakrfimmung der meisten Augen su passen 
scheine, dass dagegen einer von 3''',3 zu gross sei •). Wenn diess 
sich wirklich so verhält, so muss der Radins noch kleiner ange- 
nommen werden, denn Mile hat sicherlich lAü dem Kartenans- 



*) Mile: Ueber die Richtungslinieo des Sehens. Poggend. Ana. 
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schnitt die Cornea nicht berührt, wegen der Empfindlichkeit der 
sie öberkleidendcn Conjunctiva. 

> Die Gleichong IX. kann man femer benntaen wn die Verän- 
derung im Bädins der Cornea za berechnen, damit das Auge aidb 
fQr das oben besprochene Intervall adaptire. 

Man setze z. B. a « 30"« 3Ä)"' 

b, « 7'",5232 (ein Werth, welcher 

.ffir das unveränderte Ange der Entfernung a « od zugehört), so 
erhält man r « 3'",298. 

Die Veränderung des Hornhauthalbmessers von beiläufig ^\ 
Linie würde also die Adaptirung innerhalb des bezeichneten Inter^ 
valls erklären. 

Eine andere, jetzt viele Anhänger zählende Hypothese lässt 

die Distanz zwischen Cornea und Linse variiren, and auf folgende 

Weise würde man die nöthige Rechnung hierüber Imstellen« Man 

setze in IX für (&2> (2) (8^) + (8,4) 

„ (9,2), (2) (9^) + (9,4) 

A K-if ro^ (8,4) ^ p ( 9,4) . a 

und erhalt (2) « « ^^^y--^—+^^—^^ .... X 

d 

Nun i3t (2) BS — — , wo d die Entfernung der vorderen Lin- 
senfläche Ton der Cornea bedeutet; also giebt die letzte Gleichung 
für beliebige Werthe a und b, den entsprechenden von d. 

Wenn man die Adaptirung durch die Verschiebung der Linse 
erklären will, so lässt sich zur Berechnung der nöthigeu Verän- 
derpng die letzte Gleichung nicht unmittelbar anwenden. Da 
nämlich b, von der Hinterfläohe der Linse gezählt wird, so ver- 
ändert steh diese Grosse zu gleicher Zeit mit d. Inzwischen ver- 
fahre man so« Man setze f&r d d --x, 

für b, b,+x, 
indem man voiaussetzt, dass b, von demselben Ort als bisher ge- 
zählt werde, also von einem Punkte in der Axe des Auges, wel- 
eher 8''^,571 hinter der vorderen Homhautfläche liegt. Für diese 
Werthe wird die Gleichung X in Bezug auf x vom zweiten Grade, 
und zwar: 

(9,4) 






(9,3) 



A. B. - . XI 



wo mit A die Grösse — J- 
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(83) 
mit B die Grösse n, ^qpjT — ^» bezeichnet worden ist. 

Ffir angenommene Werthe von a and b, erhält man hieraas z. 
Es sei *.B. a«360% 

b,« 7'"^232, 
so ergiebt die Gleichung XI den positiven Werth s ob 0^^^5583, 
der zweite Wertb wird negativ nnd fiele aasserhalb des Auges. 

Die Linse müsste also um etwas mehr als | Linie der Cornea 
genähert werden, wenn das Auge in 30 Zoll so deutlich sollte 
sehen können als in unendlicher Entfernung. Berechnet man die 
fibrigen Adaptionsintervalle, so findet man nahe dieselbe Verschie- 
bung von i Linie. Diese Art, die Adaption durch Verschiebung 
der Crjstalllinse zu erklären, ist nicht neu; schon Kepler, 
Scheiner, Jurin, Porterfield, Camper nahpien sie an; aber 
erst in neuerer 'Zeit scheint sie bei den Physiologen die herrschende 
zu werden , wozu die grundlichen und umfassenden Untersuchun- 
gen Hueck's in dem bereits citirten Werke viel beitragen 
werdSn. Auch Burow theilt diese Ansicht und Job. Müller 
scheint ihr nicht abgeneigt, obgleich er mit Recht bemerkt, dass 
in Bezug auf den Vorgang beim Adaptiren der Stand der Frage 
der ist, dass verschiedene Weisen der Erklärung möglich seien^ 
ohne dass gerade die Richtigkeit einer besimmteii vorliege. 

Hu eck fuhrt für die von ihm am jlusfübrlichsten entwickelte 
Ansicht folgende wichtige Beobachtui^gen an *): 

Es stelle sich der zu Beobachtende, dessen Auge wohl gebil- 
det^ und weder kurzsichtig noch femsichtig sein muss, an daa f en* 
ster, bei einer so hellen Beleuchtung, dass die Pupille «ich inr 
Nah- und Fernsehen nicht ändert. (?) Er schliesse das eine Auge 
nnd sehe nun bald auf einen 5 Zoll nahen, bald auf einen ent- 
ferntem Punkt. Hierbei ist genau darauf zu achten, dass beide 
.Punkte sich in der Augenaxe befinden, und der bulbus durchaus 
unbeweglich bleibe. Jetzt stelle sich der Beobachter zur Seite 
des zu beobachtenden Auges, so dass er durch die Hornhaut die 
Iris deutlich im Profil sieht. Sind nun alle diese Bedingungen 
genau beobachtet worden, so sieht man, sobald sich das Auge für 
den nahen Gegenstand anpasst, die Vorderfläche der Iris in der 
Mitte gewölbt hervortreten, dagegen, sobald das Auge in die Ferne 
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blickt, sich wiederum abflachen. Solche Versache hat der Ver-\ 
fasser an 19 Individaen in dieser Weise angestellt, von denen 6 
etwas kurzsichtig waren; er sah bei allen das Hervorwölben, nur 
in verschiedenem Maasse. Bei jungen Personen mit normalem, 
gesundem Ange und stark gewölbter Hornhaut war das Hervor- 
treten sehr deutlich und betrug, mit einem Glasmikrometer ge- 
messen, 0,'''5 bis 0,''75. Bei zwei sehr scharf, und nah wie fern 
deutlich sehenden Individuen mit einer kleineren Iris und mehr 
flacher Hornhaut erschien während des Fernsehens die Iris in der 
Mitte fast vertieft und wölbte sich nur um 0,'^'4; bei Kurzsichtigen 
erschien die Iris auch beim Fernsehen etwas gewölbt und das Her- 
vortreten war gering. — Aehnliche Erfahrungen, auf eine sehr 
scharfsinnige Weise an Thieren angestellt, ergaben dem Verfasser 
ähnliche Resultate. 

Hueck ist der Meinung, dass das Accommodationsvermö- 
gen, welches sich also nach ihm in einer Verschiebung der Linse 
Snssert, beim Fernsehen ruhe und nur beim Nahesehen thätig sei. 
Denn im Fernsehen, wenn das Auge nicht gerade scharf fizirt 
werde, ermüde das Auge nicht ; ferner lähme anhaltendes Fernse- 
hen die Accoroodationskraft, weil sie dabei nicht geöbt wird. 
Diese Thatsachen Hessen sich, wie mir scheint, wohl auch durch 
Mnskdbewegung erklären; der grössere Zwang beim Sehen naher 
Gegenstände Hesse sich erklären durch die Nothwendigkeit, die 
Augenaxen mehr gegen einander zu neigen, welches mit Anstren- 
gung verbunden ist, die Schwächung der Accomodationskraft 
bei anhaltendem Fernsehea durch die bekannte Erfahrung, dass 
Maskelbewegnng einer steten Uebung bedarf, wenn sie nicht an 
Feinheit und Leichtigkeit verlieren solL Auch der Umstand, den 
Hneck zur Unterstötzung seiner Behauptung anfährt, dass das 
Auge im Tode fßr die Ferne adaptirt, die Linse also zurückge- 
schoben sei, Scheint nicht gers^de entscheidend zu sein. Denn im 
Tode, wie im Schlafe, sind die Augen nach innen und oben ge- 
richtet und hierzu gehört dann eine kleine Pupille und eine Adap- 
tion für die Nähe* - ich führe diess an, weil es mir schdnt, dass 
ich gerade beim Fernsehen eine Anstrengung mac&e^ and weil 
Hueck selbst an aich beobachtet bat, dass wenn er sein Auge 
für ein entferntes Object bei vorgehaltenem nahen adaptiren 
wolle, er so thue, als wollte er das nahe Object durchbohren. 
Diess innere Gefühl glaube ich bei demselben %|^t^$ben gleichfalls 
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za haben, und es spricht aiisserdein nicht für die in Rede ste- 
hende Erklärung des Adaptirens, weil die Linse beim Sehen in 
die Feme zarückgezogen werden mass. AUeia es ist mit sol- 
len inneren Gefühlen eine eigene Sachet sie sind meist' zu un- 
bestimmt, als dass man grosses Gewicht darauf legen d&rfte. 
Volk mann hat gegen die fragliche Theorie der Adaptimng einen 
scharfsinnigen Einwand gemacht *). Er giebt an, dass wenn bei 
einer gewissen Enifernong der Crystallliuse von der Cornea, swm 
Ohjecte, die nicht in der Angenaxe liegen und also durch indi- 
rectes Sehen wahrgenommen werden, sich decken, diese Deckung 
aufhören muss, weon die Linse ihre Lage ändert. Theoretisch ist^ 
diese Bemerkung vollkommen richtig. In dem folgenden Ab^ 
schnitt haben wir die Lehre von den optischen Hauptpunkten im 
Auge entwickelt und gefunden, dass dieselben 3,'^'193 und 3,^'^276 
von der Cornea entfernt liegen, wobei vorausgesetzt ist, dass die 
Vordei^äche der Linse um 1,531 von der Hornheot abstehe. Be- 
wegt sich nun aber die Linse, wie vorher berechnet worden, um 
0,'''5583 nach vorn, dann liegen die beiden Hauptpunkte 3,^'^04O 
und 3,'^^140 enifernt, und daher hat nicht allein die frühere Dek* 
kong seitlicher Objecte aufgehört, sondern auch die Grosse des 
Bildes eines und desselben Objects auf der Retina wäre verändert 
und zwar vergrössert. Volkmann hat nun durch Versuche ge- 
funden, dass trotz der verschiedenen Adaptirung zwd Objecte 
nicht aufhören sicL zu decken. Inzwischen scheinen Versudie 
dieser Art wenig beweisend, weil die Unterschiede, um die es 
sich hier handelt,' erstens unbedeutend sind und dann zweitene 
durch Versuche mittelst indirecten Sehens nicht ermittelt werden 
könnten. Wir verwesen wegen der Versuche bei indirectem Se- 
hen auf den folgenden Abschnitt. 

Was nun die Verschiebung der Linse betrifft, so kömmt man 
überdn, sie durch den Ciliarkörper bewirken zu lassen. Nach 
Hueck's Untersuchungen **) hat derselbe mit der Iria einerlei 
Stractur, so dass man die Contractilitit, welche der letzteren un- 
zweifelhaft zusteht^ auch auf ihn übertragen darf. Die Zusam- 
men^iehung des Ciliarkörpers treibt also die Linse nach vom und 



*) A. W. Volkniaon: Neue Beiträge zur Physiologie des Gesichts« 
Sinnes. Leipzig 1836. pag. 179. 

*♦) Am angef. Orte, pag. m, DgizedbyGoOgle 
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soll o&ch Hu eck autserdem die Convexitfit der Liuse vei^öa^ 
Sern. Der Tbeil der fvässrigeo Flüaai^eit, vvelcher durch die 
LageYeränderong der LiDse aua setner Stelle verdrfiDgt wird, wurde 
von dem vorderen Fontana^schen Kanal aufgenommen werden. 
Diese Beschreibung des Vorgangs mag dem Physiker genügen; 
weiteres anatomisches Detail sehe man bei Hueck nach.' 

Wenn der letztere ausser einer Verachiebnog der Linse beim 
Nahesehen auch noch eine VerSndening ihres Halbmessers iftr 
nolhwendig erachtet, so bleiben andere Physiologen bei dar bloa* 
een Versclriebnng stehen, sl B. Burow *)• Er erklärt die Bewe- 
gung der Linse durch die 'turgescens und Entleerung der Gefässe 
des Ciliarkörpers, und fuhrt eur Unterstützung dieser Ansicht an, 
dass der Gefitssbau in der Iris und dem föliarkörper derselbe sei, 
und für beide gleiche Nerven bestimmt seien. 

Verlassen wir das Gebiet des mehr oder weniger hypotheti- 
schen, so sehen wir die Adaptimng in einem reellen nahen Zu- 
anmmenhang mit den Bewegungen der Iris. Die Pupille erwei«* 
tert sich beim Sehen in die Ferne und zieht sich zusammen beim 
Sehen in die Nähe, das erstere sogar unter Einwirkung eines 
atarken Lichts, wie Job. M filier angiebt **),. und wonach die 
obige, gegentheilige Angabe Hueck's zu berichtigen wäre. 

Die Physiologen sind über die Art dieses Zusammenhangs 
zwischen Adaptirung und. Weite der Pupille nicht einig. Die ei* 
nen leiten, wie wir angeführt haben, aus der Bewegung der Iris 
unmittelbar die Adaptirung her, so dass beide sich wie Grund 
and Folge verhalten $ andere sind dieser Meinung nicht Joh.MüUer 
macht zu gleicher Zeit auf den Zusammenhang der Adaptirung 
mit der Bewegung des Augapfels aufmerksam; so wie das Auge 
nach innen sich bewegt, erweitert sich die Pupille, und es tritt 
«ine Adaptirung für dip Nähe ein, und umgekehrt. Es sind so- 
mit drei Phänomene, welche zusammenhängen! allein weder dieser 
berühmte Gelehrte, noch Volkmann sind der Meinung, dass die- 
ser Zusammenhang der Art sei, um behaupten zu können, dass 
immer, wenn die Pupille sich verändert, auch eine Veränderung 
in der Adaptirung eintrete. Es wäre für manche Untersuchun* 
gen auf diesem Gebiet sehr wünschenswerth, diess bestimmt ver- 
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neiaen oder bejahen zu kennen; wenn man jedoch erwfigt^ was 
wir oben über die Deatliehkeit der Bilder in Bezog auf die Adap- 
tirang bemerkt haben, so scheint das eine schwierige Sache. Es 
4st richtig, dass die Papille nicht bloss der Adaptirong, sondern 
auch der jedesmaligen Lichtstärke gehorcht, wiewohl diese letz* 
tere Function nicht ihre hauptsächlichste ist; allein es bat «eine 
Schwierigkeit za ermitteln, ob inmitten der Einwirkung verschie- 
dener Lichtiotensitäten die Adaptirung sich ändere oder nicht. 
Nachdem wir nämlich nun lange über den Act der Adaptimag 

' and seine Nothwendigkeit gesprochen, Ist es ndthig, wiederum er* 
innert zu werden, dass durch diese Thätigkeit keine ToUkomme- 
nen Bilder hervorgeibracht werden, dass man ferner kein ordent- 
liebes Maass für die Adaptirung habe, und dass dasselbe sogar, 
wenn es vorhanden wäre, unter Umständen schwer zu gebrau* 

. eben sein würde, wo die Lichtstärke und dadurch die Empfind- 
lichkeit der Retina sich ändert, wo also ein Theii der jedesmal 
vorhandenen Zerstreuungskreise mehr oder weniger deutlich perzi- 
pirt- werden wird. 

Mmi sieht aus diesem Abschnitt, dass die Frage wegen Adap- 
tirung, trotz der Aufmerksamkeit, die ihr gewidmet worden ist, 
noch weit von ihrer Beantwortung entfernt ist 



Ueber ixe Richtiing des Sehens und die Grösse der 
Bilder auf der Netzhaut. 

Die Aufgabe, welche hier zu lösen ist, kann folgendermassen 
ausgesprochen werden: 

Es soll die Lage eines Strahls angegeben werden, welcher alle 
Brechnngen im Auge erfahren, sich also in dem Glaskörper be- 
wegt, und mit der Axe des Auges denselben Winkel bildet, als 
vor diesen Brechungen. 

' Ehe wir an die Lösung dieser Aufgabe gehen, wollen wir 
zuerst über die in dieser Beziehung angestellten Untersuchungen 
berichten. 

Volkmann, der überhaupt das Verdienst hat, die vorliegen- 
den Fragen der Unbestimmtheit entrissen ta haben, in. der sie 
bis dahin bei allen übrigen Schriftstellern zu liegen pflegten, be- 
zeichnet durch „Sehestrahlen^^ gerade Linien, gezogen von einem 
Punkte des Bildes auf der Retina nach dem entsprechenden des 
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Objects. Weno da» Auge ^ie Gegenstände genau an ihrem Orte 
flieht, so mu88 es dieselben in der Richtung dieser geraden Linien' 
empfinden. Volkmann stellt den Sats auf, dass diese letzteren 
sich sämmtlieh in einem und demselben Punkt innerhalb des Au- 
ges schneiden, und nennt diesen Punkt den Kreuiungspunkt, auch 
Drehungspunkt, weil er weiter gefunden hat, dass das Auge hei 
allen seinen Bewegungen sich um diesem Punkt drehe. 

Obgleich, wie Volk mann selbst sagt und wie- auch einleuch- 
tend ist, diese Sehestrahlen nur imaginäre Linien sind, so stellt er 
sich nichts desto weniger die Aufgabe^ ihren Durchkreuzongspnnkt 
am lebenden Auge, also durch ^Messungen ausserhalb des\Or« 
gans, kennen zu lernen. Er glaubte diess durch ein> eigenlnümli* 
ches Instrument zu erreichen, dem er den Namen Gesichtswinkel- 
messer giebt, und weiches man Tafel I. Fig. 1. abgebildet sieht» 
Wir theilen die Beschreibung desselben lAit den Worten des Er- 
finders mit, welche zugleich die Vorschrift zum Gebrauch des In- 
struments enthalten *). 

Ein Brettchen A B C D wurde bei A mit einem Ansschnitt 
Tersehen, in welchem genau die Nase passte. Dieses Brettchen 
setzte ich unter dem Auge in horizontaler Lage fest an, Hess ei- 
nen Punkt b bezeichnen, den ich fixirte, und einen Punkt d^ 
^rcdcher durch b verdeckt wurde. Dadurch wurde es möglich, 
auf dem Instrument eine Linie d b a zu verzeichnen, welchd der 
verlängerten Seheaxe entsprach« Bei b wurde ein Haarvisier an- 
gebracht, dessen Entfernung Yön a 6 Zoll betrug. Bei 1 war ein 
Diopter mit einem äusserst feinen Sehelocb angebracht. Setzte 
ich das Seheloch sorgfältig an, so sah das Auge von a aus das 
Haar des Visieres b, in der Mitte des Diopterlochs 1 schwebepd. 
Ein zweites Haarvisier war an dem Punkte c befestigt, einen Zoll 
weit von b entfernt, und mit der Linie a b einen Wiukel von 
90® bildend. Dieses zweite Visier c stand auf einer festen 
Scheibe, um welche sich ein Ring ss in horizontaler Richtung 
drehte. An diesem drehbaren Ring ist ein Diopterliueal r r befe- 
stigt, welches hei m einen sehr feinen Diopter trägt« Das drehbare 
Lineal lässt sich demnach so stellen, dass das Auge von a aus, 
gleichzeitig das Visier b durch das Diopterloeh 1 und und das Vi- 



*)Volkmanii; Nene BeitrSge zur Pbjsiologie des Gesichtssinnes. 
Leipzig 18^6. pag. 31. 
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sier c ditfch deu Diopter m «iekt Stdien die Haare der Visiere 
genau io der Mitte der IMqiterlöcher, so geben die Vinerlioien 
die SehestralileD. Bekannt ist nnn der Winkel abc»90*, be- 
kannt ist die Entfernung bcasl ZoU^ und ea kommt nur nock 
darauf an, den Winkel bei c zu kennen. Diesen Winkel mint 
nun das Diopterlineal auf einer Gradeintheilung u u. Am Lineal 
selbst ist der Noniiis tt angebracht, auf die Weise eingetheilt, 
dass 10 Absehnitte an ihm 9 halben Graden auf uu entsprechen. 
Es sind also bei Ausmessung des Winkels bca Differensen von 
3 Minuten merkbar. Aus dem Gegebenen lässt sich nnn die Ent- 
fernung des betrachteten Visiers b vom Kreoftungspunkt der Se* 
bestrahlen berechnen, und um die Lage dieses Punktes im Auge 
zu bestimmen, kam es nur darauf an, die Entfernung des Ob}eets 
vom vordersten Punkt des Auges, von jener ersten Entfernung 
zu subtrahiren. Der Abstand des Visiers b vom Auge wnrde 
mittelst eines feinen Maassstabes v erkannt, der zv^iscben a und I 
bei V angebracht war. \Yenn man nimlich das Instrument mit 
dem Rande AD, unterhalb des unteren Augenliedes fest abdruckt, 
s6 schwebt der vordecste Punkt der Hornhaut nicht über depi 
Punkte a, welißher 6 Zoll von b entfernt ist, sondern über eineffl 
Punkt zwischen a und 1. Daher wurde bei jedem Versuche da 
Assistent so gestellt, dass er, von D aus visierend, bestimmen 
konnte, Über welcher Linie des Maassstabes v der vorderste Punkt 
der Hornhaut sdne Stellung hatte. < 

Mit Hülfe des gedachten Instruments ergab sidi nun die Ent« 
femnng des Kreuzungspunktes der Sehestrahlen von dem voller- 
sten Punkte der Hornhaut 

in Volkmanns Auge 0,472 Zoll, 
im Auge eines erwachsenen Mannes 0,422 - 

- - - 14jäbrigen Mädchens 0,472 - 

einer erwachsenen Frau 0,522 - 

- - - eines Mannes 0^422 - 

0,422 . 

- - - .. 0,472 - 

- - - - 0,522 - 

im Mittel 0'',466 » 5 ' ,592 Par. 
Da nun der Radius der Cornea 3,39 L. beträgt, so würde 
dieser Durchkreuzungspunkt 2'",2 hinter dem Centrum der Cor- 
nea liegen. 

Digitized by LjOOQI(:^ 
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Volk mann ^det diesen Abs^nitt mit der Briiaoptaag, dass 
der. Stand des Netzfcaotbildes dilr«^ eine gerade Linie bestimnit 
werde, die Ton deojk Object darch dea gemeinschaftikheii Kren- 
ssngftpaakt der^RiofatimgS'.nod SefaesMblen auf die Netzhaut ge- 
faUt.wird. (Volkmann hat die Ansicht von dem Zasammen« 
halten des Drebungspnnktes mit dem Dardikrenzangspunkl der 
Richtnngdinien In neuester Zeil zarnckgenommen,^) wKhrend da? 
hier folgende Absefanitt bereits Tor zWei Jahren gescbriciien wor- 
im ist. IXe Bemf^rknogeii, die ich mir zu machen erlauben 
werde, treiFen also diesen Gelehrten in k»mer Art, und ich habe 
sie nur deshalb nicht unterdrQcken mögen, weil dabei einiges zur 
Sprache kdamil, wdebes von andern Atttoren sieht richtig aus« 
einander gesetzt worden ist.) 

E$ kdmmt hei diesen Versnoben, wie man sieht, darauf an, 
die Augenaxe nnverru^skt in der Richtung 1 b zu erhalten, und 
dureh ein «eitliehes indbeetes Sehen den Diopter m auf dasBaar 
hei c eirnnstellen^ Scharf wird sieh dies nicht bewerkstelligen 
lassen; denn das indireote Sehen ist ein sehr undentUehes, wovon 
man sieh UMki überzeugt, wenn man mittelst desselben mne 
Sdifjit'tu ejrtcennen versucht, welches mir mindestens ganz nn« 
naöglioh ist Ja das eigentlich genmie Sehen^ durdi welches z. B; 
mä IH^tar scharf eingestellt werden kann^ scheint nicht einmal 
dem gelben Fleek in seiner ganzen Ausdehnung zuzustehen, son^ 
dern nur dem Tbeil deisselbea, der in der Augönaxe liegt Denn 
Bnrow giebt an,**) dass man^e.Aogenaxe beim Lesen verän- 
dern m&sse, selbst wenn die Zdle nur l'^,5 lang ist, und ihr 
Bild die Grösse des gelbaa Flecks kaum fiberragt« Bekannt Ist 
OS jauob^ dass die gnl^ Beöbaditer durch dioptrlsche Instrumente 
die Fähigkeit haben, ihr Auge, d. h. die Axe desselben, scharf 
auf einen bestimmten Punkt des Objects zu richten« 

/ . Zugegeben nun, dass in den Versuchen Volkmann's ein in- 
diteetes. Sehen; wiridicb /itattgefanden habe, so wird der WSnkd 
bei c nicht ^naii zu bestimoten gewesen sein, und dieser Mangel 
an Genauigkeit wird, wie man soglekh sidit^ Ai der Winkel bei 



^) Archiv für Anatomie, Physiologie u* s. yr. Herausgegeben VOU' 
Job. Mlier. Jahrgang 1843. Heft 1. ' 

*^) Bieiträge zur Physiologie und Physik des menschlichen Auges. 
Königsberg 1811. S. 31. ^ _, ,,,,6i(- 
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c einige 8fr 6rai betragen wird^ auf ^en T^k^ansgesetKlen Darch- 
kreouiogspiiiikt too emem keinesweges e« yerDacblSaa^endeii 
Elaflasa «ein. Ausserdem bat es Sdbwierigbeil^ ^en Punkt aaf 
der Eintbeihiiig v anzugeben ,' ftber i^vekfaem dtf 'Sol^erste^ Punkt 
der Cornea ^eh befiadet. 

In der Anweodang i^vird es, ghnbe icb, den meisten Beobach- 
tern mit diesem Instrument wie mir ergeben j sie werden selbst 
sehr denttieh filhlen, dass sie den Diq>ter m c nicht dnreb indl- 
redea Sehen einstellen, sondern sa dem Ende- die Angenaxe ge- 
radeEU dahin richten« Dies jedoch soll bestimmt nicht der Fall 
sein,^ woi, wenn das Auge bei diesen Versnoben gedreht, wird, 
man den Drehungspunkt des Augapfels ei4tit, aber niAt den 
Durchkrentungspnnkt der RichtongSstrahieiL Volkmann hat 
dieser Sohwier^dt beun Gebrauch seines lostmmentes nicht er- 
wähnt, tttid es Ueibt dahor fraglich, in wie fern sie b« denMes* 
snngen an «einen eigenen Imd deäen anderer Augen berScksIch-' 
ti^ wotden ist. Ich muss gestehen, dass ei mk mit dem Instm- 
ipentnidit gelang, weil ich es nicht dabin bringen konnte, b sa 
fixiren und augleioh den IMopter m ohne VerrSeken des Auges 
eiazQstcilen. Wie gesagt, wenn dm Schwioi^ei^ des Flxirens 
bei emem Auge nicht überwunden istj wenn es gedreht ynrd, so 
ksrbSik man filr dieoes Auge B«r den'DrehnngSputokt duiteh Ver- 
suche <der bcsdniebenen Art. iMerau hat Bntow das Instrument 
auch angei^andt,*).und Im fiUttel aus 4f) Versuchen an seinem 
ebenen Auge gefunden, dass dessen Drehungspunkt 
' . - ' ^ • . S%i2 

hinter der vocderstan Stelle der Cornea liege, wdehee mit dem 
obigen Yuni Volkmann gefundenen Mttlelwerth gut genug fiber 
einstknmt. 

Wenn das Vorangehende Einwendungen gegen die Art der 
ßeobacbtung.sind, so bleibt non noch die eriliebliehste gegen die 
feu Gründe liegende Voitaussetsung. Man habe Fig. 2. die Unien 
ba, cd in Bezug. anf das Auge bestimmt; wodurch könnte es ge- 
rechlfertigt w^den, wenn diese Linien geradlinig visrUiflgert und 
also ungebrqchen im Innern des Auges fortgesetzt werden, um 
den Dorchschneidungspunkt k zu erlangen? Warum soll / der 
Ort sein, wo das Object c sich auf der Retina abbildet? Difc 
Beobachtung hat nichts ergehen, als dass die beiden Punkte c und 
*) Am «Dgef. O. pag. 21. DigtLdby^OOgK^ 
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d, oder we^a maa «tili, idle Paukte der Lme ed sich ftiif ei- 
nek':anä derselben Stelle der Betina abbilden, denn ibre Bil- 
der deeken sich. Daraus folgt jedpeh nicht, dass dies in )" gerade 
geschehen mftsse, welche^ Yiekaebr ans theoretisehen Cürfinden 
sogar unmöglieb..]8l. Mao. überzeugt sich hiervon freilich um be- 
sten durch das Folgende, allein auch aehon Torläofig dadnrch, dass 
man statt des cionptioirteiien Anges euie einfache biconvexe linse 
aich denkt. 

Ganc anders TerhSlt es aich mit Versnchen, weldie Yolk- 
niann an tedten Augen weisser Kaninchen anstellte. Hi^ war 
die Lage des Bildes auf 4er Retina bekannt, und wenn irgend 
ein Pnnkii desselben niit dem entsproehenden des Objects iFerbnn« 
den wnrde, so: erhält man einen DarcbkreuBongspunkt, der weder 
constanfc sein kttm, nodi für den Torliegenden Zweck Ton Erheb« 
iiohkeit ist. 

Wir kehren nnnmehr, zu der Aalgabe z^adc, die zu Anfang 
dieses Abschnitts gestellt worden ist. In einem fr&heren Ab- 
schnitt „Weg der lachtstrahlen durchs Aage^' wnrde ein Licht- 
strahl yoransgesetzt, der auf ein System von i -|- 1 Linsen föllt, 
den Winkel w mit ihrer gemeinschaftlichen Aze macht, and in 
der i^+ iien Ijase den Winkel vs. Ist zugleich nt der Brechnngs- 
index der i + Iten Linse^ so ergab sich nacb nach der dortigen 
Beaeiehnong (11) 

ni Vi «B (4i + l,a) w 
Da man das Auge als aas drei Körpern mit sphärischen Flächen 
<n betrachten hat, so 'wird ^ « 2, upd folglich 
n* ▼, *=«(9,a) w 

In so fem nnn w der Wli^cel des Strahls mit der Axe Tor 
der Brechnng ist, r, demelbe. nach allen Brechongen, d.h. der 
Winkel, den der Strahl im Glaskörper mit der Augenaxe bildet, 
so soll zufolge der Aufgabe v, sss w sein, welchen Werth auch 
w habe, vorausgesetzt nur, es sei hinlänglich klein, um fQr sin« w 
w schraben zu d&ien. 

Damit diese Bedingong erfüllt werde, mnss man haben 

und hieraos a bestimmen. . « 

a bedeutet die Entfersong von der ersten brechenden Fläche, 
wo der niiprungliche Strahl die Axe triffl^ nnd zwar ist a posi- 
tiv, wenn di^se Entfernung nach Innen liegt. r^^^^i^ 
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Setat man «r («,») a(94) + (»i^X s» «n^«* ra^» 
_ 11,^(9,2) • 
""•^ (94) : 

Wenn man nan den Gr»i»en rcclits die in einem früheren 
Abschnitte cnnitlcKen Werth6 «^^Megt, so finde! man 

a = 3'^1928 
nnd dies lehrt, dass wenn ein StraW so gegen 4ie Aogenaxe ge- 
richtet ist, dass er sie in einer Entfernnng von 3'",19.. hinter der 
Cornea träfe, dann witd er in d^ Glasfeuehtigkeit sich seiner 
nrspranglichen Richtung parallel bewegen, nnd* iwar ^ehAes anefa 
der Winfeel sei, unter dem er gegen die Augcnaxe geneigt war. 

Wir werden diesen Punkt, der O^SIW., ato noch nicht -•- 
Linie vor dem Gentrnm der Cornea liegt, den ersten optischen 
Hauptpunkt des Auges nennen. Es giebt ekMn zweiten, der 
erhalten wird, wenn man den Punkt sucht, vro der, dem betrach- 
teten, parallele Strahl die Axe trifft oder trftfe, wenn man ihn 
sich bis znr Ase verlängert denkt. 

Han hat infolge der Gleichung (V) des erwähnten Abschnitts 

n, (9,a) 
wo b, die Eötfemong von der letzten breelftSnd^ Fläche (hier 
also der Vorderiläche des Glaskörpers) be<feilteti Da nun der 
Strahl, für welchen hier b. gesucht wird, die Bedkgung erflittl 
U] sa (9,a), so findet man ' 

b.«a(84)+(8,2) 

oder b ^^^dMLril^ 

oder D, ~ ^^^^ 

in sofern (9,1)(8,2) — (8,1)(9,2) « — 1, und überiianpt (n4) 
(n — 1,2) — (n — 14) (n,2) «± 1, je nadidcm n gerade oder 
ungerade. 

Man findet demnach 

b, =— 0'",2946, 
wo das Zeichen — bedeutet, dass der gesuchte Punkt in entge^ 
gengesetzter Richtung, also im Innern der linse liegt. Da nun 
die Vorderfläche des Glaskörpers 3''^,571 von der Cornea absteht, 
so liegt der zweite optische Hauptpunkt 3'^',276 hinter der Cor- 
nea. Wie man sieht, liegen beide Hauptpunkte nur um 0'^^083 
von einander entfernt, und z?7ar beide vor dem Mittelpunkt der 
Hornhautkrümmung, wiewohl sehr wenig davon verschieden. 
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In d«m vorigen Absdraitt ist abgjeföhrt worden, dass man 
den Radius der Horahaot m 2'<',88^. statt 3''''939 annebinen 
mossie, wenn die Bilder der Objeote sich ^auf der Retina darstel- 
len sollten. Ear diesen .Werth von r würden die beiden Haupt- 
punkte 2'''fi3S nnd 2'^,890 von der Cornea entfernt liegen. 

Der Nutzen, den die Kenntniss der Lage dieser Hauptpunkte 
gewährt, ist einienchtend. Da sie in der Beuehnng zn doander 
stehen, dass wenn ein Lichtstrahl auf .einen, derselben nntw einem 
gewissen Winkel mit der Axe geriditet ist, dann der , entspre- 
chende Strahl auf den anderen Hanptpiinki unter demselben Win- 
kel geneigt ist, so giebt dies ein Mittel für jedes gegebene Qbjeet 
die Lage des fiildea anf der Retina sn finden. Man ziehe von, 
einem Pnnkle des Obfects eiiie.Lioie nidi dem ersten: Hauptpunkt 
nnd eine zweite ihr parallele von dem andern Hauptpunkte, so 
wird anf letzterer Linie dasObject sieh abbilden, nnd zwar kann 
man in der Wirkliehkeit den Durohsclmitt dieser Linie mit der 
Retina für den Ort des Bildea annehmen. 

Somit ist die Grösse des Netzhautbildes za .finden. Misst 
man nemlich den Gesiehtswinkel des Gegenstandes am ersten op- 
tischen Hauptpunkt, so ist die Grösse seines Bildes «■ diesem 
Bogen mnltiplicirt in 6*^\66S d. b. in die EntCnmung des zweiten 
optiaehen Hanptpanktes von der Nervenhaut (die Axe des Auges 
von der Cornea bis zur Retina ist dabei zu 9^'^,83i vorausgesetzt). 
Nach Yolkmann wSre jener Bogen nur mit 4^239 zu multi- 
pUeiren; ddier sind die naeh seiner Angabe berechneten Grössen 
gegen, die nnsrigen im Verhältniss von Qfi5 za klein. So z. B. 
giebt dieser Gelehrte an, dass in einer Entfernung von il Zoll 
zwei Spinnefaden, welche um 0'',0052 von einander abstanden, 
deutlich als zwei empfunden wurden. Hieraus findet er die 
Grosse des Netzhantbildes, d. h. die Entfernung der beiden Fäden 
anf der Retina O'',00016, wahrend w nach unserer Rechnung 
0'',00025 betragen würde. 

Unter, dem Gesichtswinkel von 40 Sekunden, den man in 
der Regel als die Gränze der Unterscheidbarkeit ansieht, ist die 
Grösse des NetzhautbiLdes (^',00011 ^tiäo ^o^^- ^^^^ ^ H. 
Weber 's filessungen der Netzhantkugelchen variirt ihr Durch- 
messer von ^Vöft ^i® eiV^ ^0^^ -und einige Physiologen setzen 
voraus, dass. >z^i«iehen deyn kleinsttcn noch wjihrgenommenen 
Bilde : und der. Grö9SQder Nervene^igung eine Uebereinstimmung 
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vorhandeo tcL Andere jedoch sind dieser Bbinaag i^cht Es 
dnd nngfinstige Umstände, z. B« Licfatoian^ oAsr Mängel an 
Adaptiriing a. s.w.,. welcbe einen so grossen Gesicidtsmnkei toh 
40"' oder 30'' (me ihn Tobias Heyer angab) fQr £e Gränze dar 
Wahmehmbarkdt halten lassen. Jedes nnr mittelmässige Ange^ 
sagt Volkmann, erkennt ein menschliches Haar von 0^,002 
Dorehaiess4r in 30 ZM Entfemong. Nach nnseier Redmnng 
entspräehe i^ieser Wahrnehmung ein Gesichtswinkel von 13,6 Se- 
kunden und ^ Retzhautbild von O'SOOOOSfi. Es wird häufig an- 
gef&fart, dass db Schüler des berfthmten Ton Beer ein Haar ron 
)V I^inie Durchmesser in dner Entfernung von 28 Foss sah, und 
dieser ausserordentlichen Schärfe entspräche ein Gesichtswinkel 
von noch nicht einer Sekunde nnd ein Netxhautbad von nur 
O^'jOOOOOlS. 

WiH man die kleinsten wabnmn^hmenden Kider mit der 
Grösse der Nervenendigungen vergleichen, so ist fibrigens nicht 
zu vergessen, dass, nach Barow's Angabe, der gelbe Heck die 
Nervenenden kleiner (j — ^ ^^ Grösse von den Marktk&gelchen auf 
der fibrigen Fläche der Hetina) und dabei regdmässiger an* 
geordnet zmgt. 

Was nun die Richtung des Sehens anbetrifft, so entstebt 
zuerst die Frage, ob wir überhaupt die Gegenstände assserhaib 
der Aogenaxe an ihrem wahren Ort sehen? Nach dem, was fvir 
im Obigen Aber die Undeuiltefakeit des seitlidben oder indireeten 
Sehens anlMrten, und nach der wahrscheinlichen VermnAhng, 
dass diese Undeutlichkeil desto bedeutender werde, je grössor der 
Winkel ist, den die Objecto mit der Axe bilden, lässt sich die 
angeregte Frage empirisch nicht beantworten; Nor das ist sidier, 
dass wir selbst von den am meisten seitwärts liegenden Gegen* 
ständen ein Bewusstsein ihrer ungefähren Lage fedenfaUs ha- 
ben. Sicher ist es ferner, dass dieses Bewusstsein einem he« 
Stimmleo, die Retina treffenden Strahl sein Entstehen nicht ver- 
danke, also z. B» mcht dem Strahl, welcher durch den vorausge- 
setzten Durchkreuzungspunkt oder Drehui^gspunkt sich bewege, 
eben so wenig verdanken wir dieses Bewusstsein einem Strahl, 
wdcher etwa auf den zweiten optischen Hauplpuidct gerichtet 
ist^ Die Richtung, in welche wir die deotfidi nnd ondeatlich 
gesdienen Objecte versetzen, hängt dleio von dem Ort auf der 
Retina ab, wo sie sich abbilden. Man kann eine feine Oeffnung 
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Tor dem Auge bewegen, wälireiid dasielbe auf einen bestimiuten 
GegeDstaod gerichtet ist; trotz der Bewegaog) d. h. tratz dem 
dass nach und ttac(i die einzelnen Strahlen verhindert werden, 
anf die Retin^ zu gelangen, aieht das Auge den Gegenstand un- 
verrückt an seinem Orte. Somit kommt es auf einen bestimmten 
Strahl nicht an. Ist das Auge für den betrachteten Gegenstand 
nicht adaptirt, oder wegen seiues Baues nicht za adaptiren, dsnn 
scheint sich derselbe freilich mit der Oeffnnog oder ihr entgegen- 
gesetzt zu bewegen, je nachdem er dem Auge zu fern oder za 
nahe liegt. Kurzsichtige können sich Ton dem ersteren, gut ge- 
baute oder weitsichtige Augen sich von dem letzteren leicht über- 
SMUgen. Allein selbst die scheinbare Bewegung des Objects in 
diesem Falle beweist doch im Grunde dasselbe als seine an ver- 
rückte Lage bei richtiger Adaptirung« Der einzelne leuchtende 
Punkt oder erhellte Gegenstand bildet dann nemlich auf der Re- 
tina Zerstreuungskreise und die Bewegung der feinen jOe£fnang 
bewirkt nur, dass verschiedene Stellen der Netzhaut ^das Licht 
erbalten und den Gegenstand dann nach verschiedener Richtung 
bin sehen. Somit hängt auch hier wiederum der Ort auf der 
Retina mit der Richtung des Gesehenen zusammen. Mite hajt 
mit Recht darauf aufinerksam gemacht^ *) dass von den seitwärts 
liegenden Gegenstäuden sogenannte Bichtungsstrahlen — worun- 
ter wir hier solche verstehen, welche auf die optischen Haupt- 
punkte gerichtet sind — - gar nicht auf die Retina fallen, da sie 
von der bis aufgefangen werden. Setzt man die Entfernung der 
Pupille von der vorderen Hornhautfläche, und swar in der Axe 
gemessen »l''',2, so ist der Mittelpunkt der Pupille 2%0.. von 
dem ersten Hauptpunkt entfernt, und dann werden bei einer 
Oefibuog der Pupille von 2^'' nur Richtungsstrahlen von Gegen- 
ständen, deren Neigung mit der Aogenaxe etwa 27' beträgt, von 
der Iris nicht aufgehalten und daher zur Retina gelangen. 

Zu erklären bleibt also der Zusammenhang zwischen der 
Richtung, in welche wir die Objecto versetzen und dem Ort der 
Relins, wo sie sich abbilden. Wenn man die Angabe von Tre- 
viranus über den anatomischen Bau der Retina zu Grunde 
legt, nach welcher die Nervenendigungen diese Haut gewisser- 



*) Miie: Ueber die RichtUDgslinieo beim Sehen. Pogg.AnnaL Bd. 42 
pag* 235. 
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masscD darebbohren, so kann man sich die in Rede siebende 
Frage yielleicht ao beantvrorten — obgleich ich binsuftgen moss, 
da^ die Angabe von Treviranas bei anderen Gelehrten Zweifel 
erregt hat. Die Retina ist ein dnrchsiehtiges Gebilde, und es steht 
der Annahme nichts entgegen, dass wie auch die Wirkung des 
Lichts anf die Nervensabstanz beschaffen, sie bis in eine gewisse 
Tiefe dringe und sich bemerkbar mache. Dass nun aber die Ner- 
Tcnendigungen nach der Richtung, in welcher sie g^agert sind, 
den Eindruck zurfidnrersetxen, ist allen fibrigen Erfahrungen ent- 
sprechend, und hat in so fern nichts befremdendes. Sind diese 
Nenrenendigungen auf den zweiten optisi^en Hauptpunkt gerich- 
tet, dann wird das Auge die äusseren Gegenstände in Bezug aof 
die Winkel, welche sie mit der Axe bilden, richtig benrtheileo, 
jedoch dieselben nicht genau an der Stelle sehen, wo sie sich be^ 
finden, weil die beiden optischen Hauptpunkte um etwa ^ Luiie 
Von einander entfernt sind, worüber sich, wie gesagt, durch 
Beobachtung nicht sicher entscheiden lässt. Auch aus der 
Kr&mmnng der Retina lässt sich nichts folgern. Treviranus 
hält diese Messung fiir schwierig; er fand den Radius der hintern 
KrOmmung des Glaskörpers *)5''',1; S'V; 7,3; Sömmering fand 
ihn nur 4''S4. Nach Krause**) bildet die hintere Fläche der 
Retina ein ElUpsoid, dessen halbe grosse Axe an 8 IndiTidoen 

5%i2i 5fiS] 5>12 j S,075 5,14 } 5,05; 5,05 j 4,93 
dessen halbe kleine Axe 

an 8 Individuen 4,45; 4,15; 4,23; 4,41; 4,58; 4,43$ 4,41;4,19 
Ton ihm gemessen wurde. Der berührende Kreis wQrde demzu- 
folge einen Radius von 5^^',9 haben. Zur Noth könnte also wohl 
der zwttte Hauptpunkt, den wir &*'fi.,, von der Netzhaut ent- 
fernt finden, bei den sonstigen Ungenauigkeiten der Messungen 
des Auges, für das Centrum der Retinakrümmung gelten. Allein 
der gelbe Fleck, auf den hierbei die wichtigste Rücksicht zu neh- 
men ist, scheint seine Krümmung fQr sich zu haben. Burow 
fand ihn kegelförmig über die innere Fläche der Retina «»-haben, 
und sdiätzt die Höhe des Kegels 0''',1; andere Anatomen fanden 
ihn umgekehrt in der Mitte vertieft. 



*) Treviraous: fieitrSge zar Anatomie and Physiologie der Sinnes- 
erkieoge. Heft I. pag. 23. 

**) C. Krause: Ueber die Gestalt des Auges. Pogg. Add. Bd. 39. p. 532. 
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lieber das SchStzien der relativen Entfernang, die Bear- 
theilung des Reliefs u« s. w. durch das Auge, and über 
. das Stereoscop voii Wheaistone. 

Iq einer interessanten Abbandlnng bat Wheatstone auf eiti 
Moment beim Sehen mit beiden Angen anfmerksam gemacht, 'j 
das, so nahe es liegt, von keinem Forscher bis jetzt eigentlidi be« 
merkt mid noch viel weniger in seinen wichtigen Polgen gew&r- 
digt worden ist. Es ist dies der Umstand, dass ein räamliehes 
Object in beiden Angen ungleiche Bilder entwirft, wdche Un- 
gleichheit zunimmt, je mehr die bdden Aogeoaxen conv^giren, 
je näher das Object also heranga*&ckt wird. Fig. 12. Taf. 1. 
stellt einen Wörfel vor, der sich gerade vor den Augen in einer 
Entfemong von 7 Zoll ungeföhr befindet, und zwar ist a die 
Zeichnang, welche dem linken, b diejenige, welche dem rechten' 
Aoge entsfNPidlit Es hat keine S<^wierigkeit, die Art einzusehen, 
wie solche Bilder nach den Regdn der Perspective zu zeichnen 
sind; man braucht zu dem Ende nur den gegebenen Gegenstand 
in einer zweckmässigen Entfernung (6 bis 8 Zoll) und von zweien 
Standpunkten ans zu entwerfen, welche um den Abstand beider 
Angen (21 Zoll) verschieden sind, während die beiden Projections» 
ebenen einen Winkel mit einander bilden, der Ergänzung des 
Neigungswinkels der Sehaxen zu 180^ gleichkommend. 

Die Thatsache von der Ungleichheit der beiden Bilder eines 
und desselben räumlichen Objects erkennend, wurde Wheatstone 
darauf geführt, in dieser Ungleichheit ein HCUbmittel des Auges 
bei der Benrtheilung der Räumlichkeit oder des Reliefs zu ä^ken- 
aen. Dieser Hülbmittel hat das Auge mehrere, die wir nachher 
besprechen werden; Wheatstone sieht dasjenige, was er so 
acharftinnig entdeekt und verfolgt hat, als das hauptsächlichste 
an, worüber mit einem Entdecker allerdings nicht zu rechten ist. 
Die Frage ist nur zuerst diese » hat die Unglekhheit der Bilder 
eines nach 3 Dimensionen sich erstreckenden Körpers wirklich 
den Nutzen, den Wheatstone behauptet? 



*) Gb. Weatstone: Beiträge zar Physiologie des Gesichtssinnes, philos. 
transact Jahrgang 1838. Bd. U. pag. 371. Dieselben deotsch voi» 
Dr. A. Franz. Pogg. AbdsI. Ergäozangsbaud 1. pag. 1. 1839. 
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Dies za beireiseo, oDtersachl Wheatstone, welcher Erfo% 
statifiadet» wenn man den beidea Aageo gleichseitig zwei aoldier 
ttogleichen BQder (jedem Auge das ihm eDtsprecheode) daibietefc 
uod den Versuch dabei so einrichtet, dass bdde Augen ihr Ob- 
ject nach einem und demselben Ort versetzen. Der Erfolg ist 
dann in der That der, dass statt der fläcbenhaften Zeiohnaag ein 
körperlieber €egenttand, also nach 3 Dimensionen sidi erstreekendi 
gesehen wird, und damit ist der fragliehe Nntzea dana bewiesen. 

Was diese Art von Versuchen betrifft, so ist Folgeades %a 
bemerken« Bei dem gewöhnlichen Sehen eines einzigen Objects 
wird dasselbe vom Geachtssinn nach dem Kreuzong^pnnkt der 
beiden Sehaxea versetzt, und das Object bildel sieh daher auf 
Reiche Theile beider Nervenhüate ab. Die letztere Bedingung 
wird aber auch erfüllt, wenn zwei ganz gleiche Ob}ecte in der 
Richtung der beiden Sehaxen angebracht werden, idso vor oder 
hinter ihrem Dorehkrenzungspnakt In diesen baden FiUlea wird, 
wie die Erfahrung lehrt, gleichfiills nur ein einziges Objeet schein- 
bar gesehen, und zwar an der Stelle, wo die beidea Sehai»ea 
sieb kreuzen. Will man sieh hiervon überzengen, so werden die 
Augen eine iassere Unterstützung verlangen, daoüt ihr« Axen ia 
einer bestimmten Convergenz verharren, aad zu dem Ende v^« 
fiibrt Wheatstone so. Er iSssf, wenn die beiden gleidien Ob* 
jede vor dem DurchkreuznngspudLte der Sehaxen liegen sollen, 
die beiden Augen durch zwei bewegliehe Röhren sehen, und wenn 
sie hinter Jenem Punkte angebracht sind, so bestinaat er den 
Punkt, wohin die beiden Axen gerichtet seia sollen, durch ein« 
Nadel, wodurch die beiden Augen hinlängUch iixirt erhalten wer» 
den können. 

Wenn man Jedoch stalt der zwei gleichen Objecto die oben 
bespocbenea zwei Perspectiv -4°®^<^^n eines und dessdben räom- 
liehen Objects anwendet : dann nimmt der Beobachter «neb nur 
einen Gegeastanü aber von drei Dimensionen wdtr, d*h. so wie 
das Obje&t gewesen ist, von dem die Zeiehnungen genommen 
wurden. Und dies ist der Cur die Aasidit Wheatstone's ent* 
scheidende Versuch, in seiner einbehst«n, wenn auch nicht vor- 
theilhaflesten Form. Denn da die beiden Augen in keinem der 
angeführten Fälle für die Objecto oder die Zeichnungen, welche 
man sie betrachten lasst, genau adaptirt sind, so wird der Ge- 
sammteindruck kein deutlicher sein.s Inzwischen ist- es diesem 
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Gekhrlen geluBeta, eitt lüatruiiittl sa etfindeo, da» yod diesem 
Uebebtand fra and «^eicii ia aeinem Gebrauch bequem ist, und 
dem er den Namen Stereoaoop beigele|;t bat Fig. 3. Tafel h 
giebt eine Anaiebt dieaea intereaaantetr Jnttramenta Ton vorn ge- 
sehen. AAf sind zwo ebene Spi^el von nngefilhr 4 Qoadratzoll, 
so auigeaUUt, dasa 9ire Seiten einen Wiidcel von 90* Inldeii. 
Wo sich dieae beiden Spiegel b^fihren, befindet sieh ein vertioi. 
lea Brett, vralchea in der Zeiehnung weggelassen worden. £s hat 
den Zweck, iBe Stirn daran zu legen nnd so die Augen unmit- 
tdl»ar, yedes vor seinem Sjnegel zu fixiren, zu weichem Behuf 
das Brett Ausschnitte hat. D Di sind ztnei aufredet stehende La- 
den, welehe, auf zwei gegen einander achiebbarea Brettern € C^ 
befestigt, in veasciBedene Eirtferanngen von den Spiegeln gebracht 
werden Icdnnen. In den meiaten Versachen ist es nöthig, dass 
jeder Laden in gleicher Ealferanag von dem gegen&beratehenden 
Spiegel sich befinde. Diesen Zweck zu erreicfaen wird eine 
rechts und eine Hnka geschnittene Schraube r 1 angdbracht, deren 
Nutzen kkr ist. E £, siad zwei Schieber, in Falzen der Laden 
g^eod, durch wdche die Zeichnungen so lange vor- odor rflck- 
wärts bewegt werden^ bis ihre reflectirten Bilder mit den Seh* 
axen zusanunenfallcn und an scheinbarer Grösse den Zeichanngen 
eotsprechcn. : Die Bilder werden zwar schon zusammenfallen, 
wenn die Schieber hin aad her bewegt werden, d. h. in sehr 
vcrschiedenüicben Stellungen der beiden Zeichnungen. Allein es 
giebt für diese letateren nur eine einzige Lage', wo ihre Reflexe 
als ein einziges BUd von der wahren Grösse <Ane Anstrengung 
der Augen erkauaft werden; weil nur in einem einzigen FaB die 
richtige Grösse brider Netzhautbilder -verbunden mit der richtigen 
Convergeaz der Sefaaiea aad mit der richtigen Aocomodation 
stattfindet. 

Wenn maa die ZeidmungeU' anfertigt, ao, dass för sie alle 
eine aad dieselbe Neigung der Axen (6 bis 8 Zoll entferntea 
Krenzangspunkt) passt, daan kann man das Instrument dadurch 
vereinfieichen, dass niaa die Schraube rl we^£sst, dieljadeuD D. 
also feste Wände sein lisst, welchen man Falze giebt, die Zeich- 
nungen anfzioehmen. In dieser Art besitze ich ein Instrument, 
welches den gewöhnlichen Zwecken vollkommen gut entspricht 
und welches aus einem horizontalen 15 Zoll langen Brett besteht, 
an dessen beiden Enden zwei Bretter mit Falzen versehen senk- 
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recht aB%e8c4zt liad. In der Mitte sind die bdden oater 90* ver- 
bondeaen Spi^l belestigt, welche ver ateh eioe QaePftand nil 
Aiisschnittea f&r die beiden Augen haben. 

Der deutsche Bearbeiter von Wheatsione'a Abhandlung 
Dr. August Frauz, welcher die Ersdieinnngen des.Stereoscops 
bei Wheatstone selbst gesehen haft, macht über den Gebranch die* 
ses Instruments einige Anmerkungen,*) weldie zuerst zu bespre^ 
eben sind^. Er sagt, dass jeder, der zum ersten Mate mit den 
Instrument einen Versuch macht, abe mil dessen Effect noch 
nicht belcannt ist, auf die Eneheinang des Rdicfii stets aufmerk- 
sam genMcht werden müsse, nm die einfach gesehene Figur in 
ruumlkher Ausddinnng zu erkennen. Sei man dag^en mit dem 
Instrument bekannt, so werden diejenigen Figuren, welche häufig 
im Leben vorkommen ndd von denen wir durch ErCahmng einen 
klaren JBegriif erworben haben,, anf den ersten Blick in Relief ge- 
sdien; mbder bekannte Figuren bedürften aber auch danc^ noch 
einer anhaltenden Betrachtung. Selche Figuren,, welche ganz nn* 
gewöhnliche fremde Gegenstände darsteUeUj sollen dem Beobach- 
ter momentanen Augen- und Kopfschmerz yemrsach«i, und er ^ 
kennt ihre Gestalt im Relirf ohnie eine gegebene Erklärung und 
Aaseinandessetzung nicht Dr. Fran^z sah bei Wheatstone die 
Zeichnung eines Lichtstrahls, der von drei Glasplatten r^ectirt 
wurde, von denen, wie er aogiebt, die erstere sich in einer dia» 
gonalen Lage befand und den Strahl nach der zweiten, senkredit 
stehenden reflectirte. Durch diese ging er hindurch nnd fiel auf 
die dritte, wekhe dieselbe Stellung als die erste hatte, nnd den 
Strahl reflectirte. Es waren schattirte Zeichnungen auf schwar- 
zem Grunde, die dem Dr. Franz wohl au» der Ebene heranszu» 
treten schienen, die er. jedoch eist dann als ein yollkommen deut- 
lickcs Relief und als überraschend naturgetreu erkannte, nachdem 
er die Bedeutung des Gegenstandes erlahren. Hieraus scbliesst 
derselbe, dass das Sehen eines Gegenstandes im Stereoscop nach 
seinen drei Dimensionen nur einenthdls von den verschiedenen 
Ge^ebtseiodrücken auf beide Augen, andemtheils jedoch von ei- 
ner Seehinthatigkeit abhinge. 

Allein diesen Angaben kann icli nicht beistimmen. Als kh 



*) Poggeed. AnoaK d/Pbysifc u. Chemie. ErgSazoogsbaDd. Leipzig 
1842; pi^, a 
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feiim ersten Male ein Siereoscop gebrauchte aüd Zeichnangen Mn- 
einlegte, an deren Effect ich weiter gar nicht gedacht hatte, sah 
kh allerdings keine Relieferscheinmig; als ich jedoch nnmittelbar 
darauf eiine gewöhnlich von mir gebronchte Brille nahm, war dio 
Erscheinung voUkommen ausgdiildet Dies Resnllat ist einfach 
dadurch zu erklären, dass ich niit der BriUe mdir gew^nt bin^ 
die 'Augenaxen auf einen etwas fernen. Gegenstand zu Oxiren. 
Eben so ging es mir bei anderen Personen, denen ich das Instror 
ment zeigte; au^ sie sahen miüiater das nicht, was gesehen wer- 
den sollte; es war aber dann gans hinreichend, sie nur. ruhig in 
die Spiegel sehen zu lassen; nach sehr kurzer Zttt stellte sieh 
autdi bei ihnen der Reliefeindrnck her. Dagegen giebt es andere 
Individuen, d^nen der Gebrauch ' des Steordscops gleich ron An- 
fang fiberaus leicht wird; selbst bei Kindern von. sechs Jahren 
habe ich das beobachtet; Ich liess sie in das Instrument sehen 
und merkte aui ihrer Beschreibung deutlich, ddss.sie.den beab<> 
sichtigten Kndcuck empfingen. Die richtige' Convei^nz. der. Seh- 
axen kann Anfangs den Gebrauch des Instruments erschweren; 
später föllt diese Schwierigkeit fort und man': siebt die Er^hei- 
nung^ mit der grössten Ldchtigkeit Ich bemetke- hierbei,. dass 
wenn irgend ein Beobachter die beiden Zeichnungen nur als eine 
sidit, daraus noch nicht feige, dass seine Augekiascen, sich. apf de?. 
Bildem kreuzen, und wenn er trotz des Eiofächsehens in diesem 
Falle die Zeichnung nicht nach drei Dimensionen ai«$ht, so lässt 
sich dies dann so erklären, dass dersdfte in der 7hat nur mit 
einem Auge. sehe« Bei Personen mit sehr unglj^ichen. Augen gß* 
Itngen die Versuche. am Stereoscop in: der Regel ^r nicht, v^ahr«*: 
scheinlidi deshalb, nichts weil sie zu sehr gewöhnt siod, nach ei- 
ner bestimmten Entfernung mit nur einem Auge zu sehen,. 

Was nun die vom Dr. Franz zu Hfiife genommmie Thätig- 
keit der Seele anbetrifft, so glaube ich, dass dieselbe bei den ein- 
fiichen Evscheinungen. des St^reoscops eher nachlkeiltg wiijce,. als 
dass. sie fordere. Man gebraucht zu diesen Versuchen am zwQck- 
massigsten nur Contourzeiehniuigen, ohne, Schatten und Farben^ 
um die Erscheinung i rein nnd nicht complioirt zu erhalten^ 
VVb«atstone hat auch complicirte G^on^täisde, Blupien, Büsten^ 
Crystalle, Vaäen, Instrumente u. s. w. in ihren nat&rlichen Farben 
f&r das Stereocop darstetlen lasseti, Was - begreiflich mit grosser 
Sorgfalt geschehen muss, und er fand diese ObJQcte durch da^ 
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lattraaieBt so treu wieder|;egeben, dass sie, wie er angM^t^ voa 
den reellen nicht zu onterseheidea waren. Bei diesen oomplicirtea 
Gegenständen steigert das Stereoecop den Eindruck des Reliefs 
bedeutend} aUein det Eindrock ist in der Regel schon bei einer 
einsigen Zeicbnnng, wenn anch nnTcrf^eiefalidi sdiw&cher, yorhan* 
den. Bei den einfachen linearen ZeiiAnungen jedodi schafft das 
Stereoscop den Eindruck des Reliefs, der nrsplrünglich nicht vor* 
banden Ist 

Und diese einfadicB Figuren haben doch etwas Unnatfirliehes^ 
wie z. B. der kleinere Kreis vor dem grösseren 9 von dem in der 
Wirklichkeit nichts Analeres vorhanden ist Kdmmt hierbei die 
Seele, Qder bestimmter gesagt, das ürtbeil des Ichs, in Betracht, 
dann mnss dasselbe eher störend« wirken, und wenn die beiden 
Augen in diesem Falle ein ReUef sehen, so kann man nur sagen, 
dass sie ihren Wahrnehmungen trets des Etnflnsses der Seele 
Geltung zu verschafien wissen. Welche positive Wichtigkeit soll 
man auch diesem Urtheile zuschreiben, wenn man im Stereoscop 
den Kreis betrachtet, durdi welchen eine Linie gelegt ist? Die 
meisten Personen, denen ich die entsprechenden Zeichnungen vor- 
legte, waren weit entfernt, das zu Grunde liegende Ol^ect zu er- 
rathen; sie waren also nicht prfioccupirt und hatten die Erschei' 
nung trotz dem beim ersten Blick. Sind es hier nicht die Augen, 
welche, gewissermassen von perspectiviscben Angeln- geleitet, die 
dem wissenden Ich nicht zustehen, einen fertigen Ebdruek zum 
Bewosstsdn bringen, und sieht man nicbt in diesem Falle, wie in 
vielen anderen, dass bei den GesichtsvorsteDungen die Reflexion 
im Allgemeinen keine Rolle spiele? Die Wahrnehmungen des 
Auges gehen vor sieb mit ihr, ohne sie, und häufig so^r 
gegen sie. 

Was Dr. Franz über die Schwierigkeit anffihrt, sehr un- 
gewöhnliche Erscheinungen im Stereoscop richtig zu erkennen, 
so kann man sich hferfiber nicht tduschen; diese- SehwMrigkeit 
ist häufig vorhanden, fast jeder neue Gegenstand fährt sie herbei« 
Die Augen werden mAv oder minder unruhig, sehweifieB von 
einem Punkte zum andern, bis sie sp»er ans Eriahmng wissen^ 
auf wddie Tbelle sie ihre Auf merksamkeit haupMchlich zu rich^ 
fen haben. 

An Zeichnungen, wetehe im St^eoscop zu gebrauchen sind, 
theilen wir auf der Tafel L folgende von Wheiitstone mit, und 
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fQgeo einige neue liinzci. Die Zeichnungea unter a erbSH das 
Hnke Änge;'b ist datiii die entsprechende für das rechte. 

Flg. 4. stelit sich a!^ eine Linie dar, welche in einer ^eilicalen 
Ebene geneigt erscheiiit und zwar so^ dass ihr unteres 
£nde dem Beoba^ter nSfaer ist. Richtet 'man die bei- 
den Zeichnungen so ein, dass sie gleichmässig und in 
entgegengeseteiem Sinne um ihren Alittetpunkt g<idreht 
werden können^ so bleibt die Linie iu derselben Terlica« 
len Ebene, ttimmt «ber verschiedene Neigongen an. 
Dasselbe siebt man auch »ehon in dem einen Falle, wo 
mim die Zeichnungen In ihrer Lage lässt, das Instrument 
jedoch umftehrtf so dass dessen oberer Theil nach unten 
' ' KU Itegeb kommt. ♦ 

Fig.5. Ethe Reihe von Punkten in derselben horizontalen Ebene, 
jedi^r vbu der linken nach der rechten Seite tu dem 
Beobachler scheinbar etwas nSher stehend. 
Fig. 6. Eine mit ihrer Convexität dem Beobachte zugewandte 

krnmme Linie. 
Fig. 7. Ein Wuriel ^ - 

Fig. 8. Ein Kegel , dessen Spitze nach dem Beobachter zage- 

wandt ist. 
Fig. 9. Der Abschnitt einer vierseitfijgen Pyramide. ' 
'Pig*10. Zwei Kreise in ver^hiedener Fintferaung von de»' 

■ Augen." ^ 

' Fig. 11. Eine dteisliitlge Pyramide^ die Spitze nach dem Beob- 

aditer geriditet: • ^ t - 

. Fig. 1^. Ein Wfifrfiel mit Schatten.» Der Schatten sehieint senk- 
- recht auf der €rundflSche zu stehen und das' ihn erzeo- 
g^tide Liebt ist so angenommen) dass der Contonr des 
• einen SchattenV eine Linie mehr bat als ^er andere. 
Verwechselt- matt die Figuren in der Art, dass man deni 
rec^hten Auge die für das linke bestimmte Zeichnung giebt und 
Qingekehrt, dann sieht man wiederum bei den voranstehenden 
Figuren eine Relieferscheinung; allein diejenigen Theile, welclio 
fii d€!r Mberen Lage die näheren waren, sind jetzt die entfern- 
teren. Doch Ist die Umkehrung in so fern nicht genau, als die 
nSberen Theile jetzt kleiner und die entfernteren grösser erscbei- 
nen. als vor der Umkehrung. Bei Fig. 12. ist diese Umkehmng 
nicht möglich; das Außc gerath über die Lage |^^y^M)^( *« 
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Uagewissheil) di^ sogar eiae Art Pein bereitet; er tritt iu der 
Nähe der Pigar ans dem Papier hervor^ dann abier^ biegt er sieb 
um, indem die dem Beobachter früher zunächst liegende £cke des 
Sdiattena die entferntere zu werden strebt. Es lässt sich dieses 
weniger gut beschreiben als sehen, durfte auch für die Augen 
nicht gleich sein. 

Wheatstone ist es gelungen, anch das Entgegengesetzte 
der bidierigen Erscheinungen an seinem Instrument nachzuweisen, 
nemlich aus einem Kdrper nach dreien Dimensionen den Eindruck 
eines Mos Flächenbaften ^n bilden* Er fertigte ein Paar gleiche 
Gerippe eines Korpers aus Orath, z. B. zwei Würfel yon drei 
Zoll Seite, und. stellte sie vor die beiden Spiegel. Der objectire 
Eindruck war nun Terschieden, je nach der relatiren Stellung : er 
war entweder in der That der eines Würfels in Relief, oder 
bloss eine Contourdar^tellung in einer Ebene. Das l0tztere dann, 
wenn die beiden Bilder auf der Retina vollkommen ^eich waren. 



Anmerkung L Darstellung stereoscopischer Figuren 
auf photographischem Wege. 

Das Verfahren. Daguerre's giebt das Ntittel die compUcirte- 
slen Gegenstände fQr das Stereoscpp gezeichnet, und durch die- 
selben Effecte zu erhalten^ die zu den überraschendsten gehören. 
Als ich v6r einigen Jahren mir dergleichen 'Bilder anfert^e,, war 
ich doch Anfangs über ihren Effect im Sjtereoacop ungewiss. Da 
diese Bilder sohon einzeln einen so gut^ perspectivisdien Ein- 
druck machen, iso- sAlen mir^ da^ derselbe hier nicht erheb^ch 
gesteigert werden könnte. . Allein der erste Verbuch hat mich ei- 
nes Andlern belehrt; der perspectivisehe Eindruck aucli des besten 
Bildes kommt kaura.iii Betracht gegen denjenigen, welchen zwei 
entsprechende Bilder im Steraoscop machen, und i(^ fahre dies 
an, damit man nicht glaube, die einfachsten Figuren seien für die 
richtige Würdigung des iostruments unerlässlidi. Nur müssen die 
Bildfa^ coinplidrler Gegenstände mit grosser Sorgfalt aufgenommen 
worden 8ei9, und, ich werde daher die Uethod^ blßschreäien^ de* 
ren. ich mich zu dieseni Bebufe bediene, da sie bequem in de^ 
Anwendung ist und jeden gewfknscbten Grad von Genauigkeit 
gestattet. n ] 
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Attf eineni hinseidieiid grossen Brette seickne man ein gleieh- 
scbenklichtes Dreieck, dessen Seiten 7 Zoll, dessen GrundUnie 
2i ZoH (der Abstsnd der beiden Pupillen) ist, und TerlSugere die . 
beiden Schenkel. Auf die Spitzte des Dreiecks lasse man ein 
Bleiloth an einem Faden herab; der letztere hat die Rolle des 
Objects 2a vertreten. Um nun die beiden Stellungen zu ermit- 
ftelo, welche der camera obscura gegen das Object zu geben sind, 
setze ich voraus, dass die camera obscura auf einem Fussgestell 
mit drei Stellschrauben ruhe, wo nicht, markire man an dem 
Fussgestell drei Punkte. Auf den einen Schenkel des Dreiecks 
und zwar in einer Entfernnng a von der Spitze des Dreiecks 
stelle man . eine der Stellschrattben , drehe die camera obscura 
nm diese Stellschraube, bis wiederum der Faden des Bleilolbs 
sich in der Mitte des Gesiehtsfddes abbildet, und bezeichne auch 
hier den Ort der Stellschrauben. Jetzt entfernt man das Bleiloth, 
bringt das Object an dessen Stelle und schiebt dasselbe hin und 
her, bis es den gehörigen Ort an der matten Glastafel einnimmt 
und so scharf als möglich erscheint. Man macht nunmehr die 
Bilder nach der gewöhnlichen Art. Die Entfernung a ist, wie ich 
gefunden habe, willkührlich ; an eine Entfernung des Objects von 
6 — 8 Zoll hat man sich also durchaus nicht zu halten, ja das Re- 
lief des Körpers erscheint sogar bedeutender, je grösser die Ent- 
fernung a gewShlt wird« Unter solchen Umständen kann man 
also eine Gegend oder entfernte Gebäude mittelst der camera ob- 
scura für das Stereoscop aufnehmen. Ich habe dies mit Gebäuden 
▼ersucht, welche 2 bis 300 Fuss entfernt waren, und einen £f* 
fect erhalten, der sich schwer wurde beschreiben lassen, und der 
sich mit dem gewöhnlichen perspectivischen Eindruck, den gute 
Bilder dieser Art schon einzeln gewähren, gar nicht vergleichen 
lässt. Zur Hervorbriogung eines so bedeutenden Effects ist es 
Böthig, die Entfernung des Gebäudes zu ermitteln, um för diese 
Entfernung die Basis des Dreiecks zu berechnen, an deren beiden 
Endpunkten die camera obscura aufgestellt werden muss. Nach- 
dem diese gefunden, hat man den Punkt des Gebäudes zu ermit- 
teln, auf welchen die camera obscura zu richten ist, ein Punkt, 
der dadurch gegeben ist, dass eine Linie von ihm zur camera 
obscura gezogen mit der Basis einen Winkel von 79* 43^ zu bil* 
den hat. Hier ist also ein Winkelinstrument erforderlich. 

Wenn man Bilder solcher Art, untet Glas gesetzt, ins Ste- 
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reoscop gebracht bat, so kann man sie so wohl bd Tages* ab 
bei Kerzenlicht betrachten* Nor mnss man f&r einegldchmässigc Be- 
leuchtung beider Bilder sorgen, sich bei Anv?endung von Tages- 
licht mit dem Rücken gegen ein Fenster stellen, bei Anwendung 
Ton Kerzen zwei derselben nehmen. 

F&r solche Versuche ist es w&nschenswerth, den Bildern auf 
der Silberphtte den möglichsten Grad von Stärke zu geben, so 
dass' die hellen und die dunklen Partieen sich möglichst unterscliei- 
den. Dies hängt von folgenden Momenten ab: 1) von der Natur 
des Silbers; nicht jedes Silber giebt hinreichend starke Bilder, 
mindestens anfangs nicht. Solche Platten pflegen bei zweckmäs- 
sigem Gebranch mit der Zeit besser zu werden, und um sich die- 
sen Vortheil gleich anfangs zu rerschaffen, polire man die Platte, 
lasse sie stark jodiren und wiederhole dies einige Haie. 

2) von der Geschicklichkeit, die man im Poliren der Platte 
hat ; nur die sehr gut polirte und vollkommen reine Platte giebt 
starke Bilder. Das Poliren der Platten ist eine Geschicklichkeit 
der Hand, die man, wie alle dergleichen Fertigkeiten, nur durch 
Uebuog sich zu eigen machen kann. Hau - lasse sich dabd durch 
die marktschreierischen Anpreisungen von neuen Methoden nicht 
irre machen |[ es kömmt weniger auf die Methoden als auf die 6e- 
schicklidikeit an. Sonst ist es freilich hierin so weit gekommen, 
dass Viele, denen ein Bild gelungen oder nur nicht ganz roiss- 
lungen ist, uns mit der Methode der Anfertignng desselben sofort 
beschenken. Sehr erleichtert wird das Poliren durch die zweck- 
mässige WaU des Putzmittels. Dasselbe hat mehreren Bedingun- 
gen zu geofigen, und ich habe, nachdem ich den grössten Theil 
der üblichen Pulver versucht, nur eines gefunden, welches allen 
Anforderungen entspricht, und das ich Experimentatoren dringend 
empfehle. Es ist ein graues Pulver, wdches im Handel unier dem 
Namen Marmorerde, Silberputzerde, auch Trippel vorkömmt, und 
grösstentheils ans kohlensaurem Kalk mit etwas Kieselerde und 
Eisenoxyd besteht. Durch die gewöhnliche Kreide, so fein berei- 
tet, als man wolle, kann dieses PoUrmittel nicht ersetzt werden; 
sie adhärirt zu stark an dem Silber, was das genannte Pulver 
nicht thut. Auch beim Poliren von Gold, Kupfer, Messing, Neu- 
silber u. s. w. wird es mit gleichem Erfolg angewandt. 

3) häogt die Stärke des Bildes von der richtigen Bestimmung 
der Zeit in der camera obscura ab. Das^ Jodsil^e]? ^;eRl|^j!|U durch 
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das Licht die Eigenschaft, den Qnecksilberdampf zn condensiren 
und adhSriren zu machen, anfangs in znnehmendcm Grade. Wirkt 
das Licht iSnger, so nimmt es dem Jodsilber nach nnd nach diese 
Eigenschaft, und zugleich hat nun der Qnecksilberdampf dieKrafit 
das Jodsilber zn schwfirzen. Da geschwärztes Jodsilber vom nn- 
terschwefligtsanrem Natron oder Kochsalz nicht anfldsbar ist, so 
wird das Bild dann ans doppeltem Grunde schwächer. 

4} hängt die Menge des niedergeschlagenen Qnecksilberdampfes 
auch von der Zeit ab, welche die Platte im Qnecksilberapparat 
verwebt. Die gewohnliche Vorschrift über die Erhitzung des 
Quecksilbers ist nur eine ungefähre, und man rauss durch Uebung 
beurtheilen lernen, ob es dem Bilde f5rderiich sein wird, wenn 
es noch weiter den Quecksilberdämpfen ausgesetzt bleibt. Zn 
dem Ende nehme man die Hatte heraus und betrachte ihr Bild, 
was im hintern Theile einer Stube ohne Nachtheil geschieht, selbst 
wenn man Jodchlorur oder Brom angewandt hat. Will man die 
Platte nicht aus dem Quecksilberkasten nehmen^ so muss man 
dem letztem eine andere Einrichtung als gewöhnlich geben. Man 
richte nemlich den Apparat so ein, dass die Silberplatte senkrecht 
stehe und vor ihr eine Glastafel. So kann man die Entwicklung 
des Bildes bei Kerzenlicht gut beobachten und sich zn oeurtheilen 
gewöhnen, wann die Platte herauszunehmen ist. Die gebräuchli- 
chen Apparate, in welchen die Silberplatte unter 4S* gegen den 
Horizont geneigt ist, taugen hierzu nicht. 

Nach dieser Abschweifung kehre ich zu Wheatstone's Ent- 
deckung zurfick. Liest man seine Darstellung derselben, so wäre 
zu bemerken, dass er den Nutzen der ungleichen Bilder Tielleicht 
etwas zu hoch stelle, in so fern er dieses Moment fftr das haupt- 
sächlichste hält, dessen das Gesichtsorgan sich bedient, das Relief 
der äusseren Objecte zu beurtheilen. Dass dieser Nutzoi jedoch 
stattfinde, hat er auf eine, dem wahren Experimentator so gezie- 
mende Art nachgewiesen, dass uns hierQber kein Zweifel möglich 
scheint. Einwendungen, welche Dr. E. Br necke*) durch Auf- 
stellen einer andern Ansicht dagegen erhoben hat, werde ich im 
Folgenden, so viel ich vermag, zn beleuchten versuchen. Nach 
der Ansicht Bruecke's entsteht der Eindruck des Relieb davon. 



*) J. Müller, Archiv ftir Anatomie, Pbjaiologie a. tvisseoscbaflliche 
Medizin. Berlin. Jahrg. 184L p. 459. og izedby^oogK^ 
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1) dass der Gesichtoeindraek, der titis Yon einem ausged^linteti 
Gegeostand znkdmint, kein momeDtaner sei, sondern das Aggregat 
yieier, weldie naeh und nach von den Terschiedenen Theilen er- 
regt werden; 2) dass wenn ein naeh dreien Dimensionen 
ausgedehnter Gegenstand betrachtet wird, die Convergenz der 
Sehaxen i&r dessen verschiedene Pankte sich findert, and in ei* 
nem beständigen Schwanken zwischen dem nächsten and entfern- 
testen Pankte bleibe. 

Es ist sehr wohl möglich, dass die verschiedene Convergens 
der Sehaxen bei der Beurtheilung des Reliefs eine Rolle spiele; 
ob man jedoch mittelst derselben die Erscheinangen am Stereoscop 
erklären könne, ist eine andere Fragen Ich muss gestehen, dasa 
mir dies nicht einleuchten will. Man kann freilich den Satz zu 
Hülfe nehmen, dass beim Sdien mit beiden Augen das Object 
dahin versetzt wird, wo die Sehaxen sich kreuzen. Maa denke 
sich also eisen Punkt, der im Stereoscop vor der Bildfläche zu" 
schweben scheint, so muss er allerdings auf beiden Bildern so 
entworfen sein, dass wenn beide Augen ihn im Stereoscop be- 
trachten, ihre Axen sich vor der Bildfläche schneiden. Allein 
hieraus folgt doch die Bedingang nicht, nach welchen Zeichnun- 
gen für dieses Instrument anzufertigen sind. Es würde hieraus 
vielmehr folgen, dass man diese Art Zeichnungen ohne alle Riick- 
sieht auf die perspectivische Bedingung entwerfen könnte, und 
dass man demungeachtet im Stereoscop die Relieferscheinung ir- 
gend eines verzerrten Körpers sehen würde. 

Die Erfahrung ist dem geradezu widersprechend» Sind die 
Zeichnungen nicht nach Wheats tone's Bedingung entworfen, so 
sieht man keine Relieferscheinung, sondern bald die eine, bald di^ 
andere derselben. Sind die Zeichnungen nur an einer gewissen 
Stelle unrichtig, so entsteht bei der Betrachtung^ dieser Stelle eine 
gewisse Unruhe, indem auch hier bald die eine bald die andere 
Zeichnung gesehen wird. Wenn das Durchkreuzen der Sehaxen 
das Bedingende bei den Erscheinangen des Stereoscops wäre, so 
sollte der Gegenstand an einer so falsch gezeichneten Stelle nur 
verzerrt erscheiqen. Hätte man sich das Object an dieser Stelle 
verzerrt gedacht und die beiden Zeichnungen demgemäss richtig 
entworfen, so ist kein Zweifel, dass die beiden Augen im Ste- 
reoscop das sehen würden,, was man beabsichtigte. Sie würden 
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dabei nicbt in Udrahe gerathen aein, vroraua dann folgt, dass die 
Yerzeming an aicb den Angen noeh keim Hinderniss darbietet. 

Wenn die yerscbiedentliche ConVergeüz der Sehaxen das 
hauptsäcliltchste Moment zur BeorHieihing des Relieb ist, so 
mfisste folgender Versuch gelingen. Man zeichne zwei eoncenirische 
Kreise von sehr verschiedenen Radien und betrachte diese Zeich- 
nung mit beiden Augen $ es müsste der kleinere Kreis vor dem 
grösseren zu schv^eben scheinen, und überiiaupt müsste die Ebene 
des Papiers gewölbt erscheinen. Nidits der Art findet bekannt- 
lich statt, und iomit zeigt sich in diesem und vielen' anderen, 
leicht zu erdenkenden Fällen, die Veränderung dei' Convergenz 
der Sehaxen gerade nicht als ein sehr erhebliches Moment bei 
der Beurtbeilung des Reliefs, obgleich es nicht ganz in Abrede 
gestellt werden soll. 

Die Beurtbeilung des Reliefs und [das Schätzen der Entfer- 
nungen der Objebte sind zwei Thätigkeiten des Gesichtsorgans, 
die nicht nahe verwandt, sondern die vollkommen identisch Sind. 
Wenn man das Relief eines Wfirfels erkennt, so geschieht dies 
nur so, dass man urtheilt, die eine Ecke, Kante, bcGnde sich vor 
oder hinter der andern ^ man schätzt also die relative Entfernung. 
Diese Art Schätzung besitzt das Gesicbtsorgan in grosser Voll- 
kommenheit, und andb nur diese Art Schätzung; es ist fähig, uns 
erkennen zu lassen, dass der eine Gegenstand näher als der an- 
dere sei. Anzugeben jedoch, wieviel die Differenz beider Entfer« 
nungen in irgend einer willkfihrlichen Einheit ausgedrQckt betrage,- 
hierzu hat es in sich selbst die Fähigkeit gar- nicht, leistet hierin . 
auch nur wenig und dann auch nur durch lange Uebung und 
mittelst ganz äusserlicher Hölfsmittel. Man darf also die eine 
Schätzung mit der andern nicht verwechsdn^ und aus der Unbo- 
hülflichkeit des Auges in Bezug auf die absolute Entferhung kei- 
nen Beweis gegen seine grosse Fertigkeit bei der Schätzung der 
relativen anführen. Man sage auch nicht, dass es diese letztere 
Fertigkeit durch Gewohnheit und Uebung erst erlange, dass das 
Kind nach dem Monde greife; denn hiermit wurde wiederum das 
Beurtheilen der relativen und absolnten Entfernung verwechselt 
worden sein. Es ist wohl denkbar, dass das Auge auch in der- 
jenigen Thätigkeit, die ihm von Natur zukömmt, durch Uebung 
unterstützt werde; allein diese Uebung ist dann anderer Art, als 
man sie sich mitunter denkt. Es ist eine Uebun|, d^e^^^i^ge 
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daan ia rieh fcmriant, und tm wcldür das wahrnehmeiide Id 
nichts erfilirt. DiiBscni w^rnebmenden Ich liefert da» Gctiehls- 
organ einen ferUgen Eiadrack, warin «ach die relativen Entfer- 
nungen baatiianit sind, und dabei ist ea oft aehr (^ichsfiltig, was 
das viabmehoieade Ich anderweitig iron dem gesdienen Objecte 
wisse. Man kann dieses factisebe VerhSUniss, welches sicher- 
Heb aaeb bei den fibrigen Sinnen stattfindet, nnmdglieh ignoriren, 
ohne au gänzlich falschen Voiatellangen Sbw den Standpunkt der 
Sinaeswerkseage in Besag auf das Ich, welches perdpirt, an ge- 
langen. Das Stereoacop Wheatstone's, indem es nns eine Fä- 
higkeit dee Geskhtsorgana oflhnbart, wekhe wir anwimdten, ohne 
je etwaa von ihr an wissen, f&hrt sehr natärlich aaf Ueberlegan- 
gen sdcber Art^ die jedoch hier nicht wmter $m Orte rind. Ich 
kehre zn der SchStanng der relativen Entfemnng durch das Aage 
aarAck. 

Wir kennen nunmehr drei Bedingungen, durch welche so- 
wohl das Relief als dte relative Entfernung vom Aage benrtheilt 
wird: die Vertheilui^ von Licht und Schatten und die sogenannte 
Lu&perspective, durch welche die Malerei ihre Täuschungen her- 
vorbringt) die Convergens der Sehaxen und endlich die Uqgleich- 
hdt der BUder in beiden Aagen. Zwei von diesen Bedingungen 
setaen die Thätigkeit beider Augen voraus) nur die erste der an* 
gefährten, die Vertheihwg von Licht und Schatten und die Ab- 
nahme der Tinten wfirde es auch schon dem einen Aage möglich 
machen, die Entfernungen und das Relief «i beurlheilen. 

Allein die^e Bedingung ist nicht ausreichend, die An%abe m 
lösen, au der wir ans jetzt wenden, nemlicb die Frage, auf welche 
Weise nur ein Auge das Relief au sdiätaen im Stande sei? Es 
ist hierin sehr sicher, und wenn auch nicht in demselben Grade 
wie beide Aag^n, wenn sie snsammeawirken, so braucht man 
doch nur die Aassenwelt mit einem Auge zu betrachten, um sich 
zu überzeugen, dass ihm die Beurtheilang in Bezug auf den frag- 
lichen Punkt in beiräcbtlicbem Grade zusteht Whaatstone 
achlägt diese Fälug|(eit des dnen Auges zu gering an, and f&farl 
mehreres an, woraus dessen grosse Unsicherheit bei der Beurthei- 
luDg folgen solL 

Wir werden gleich nachher auf Erscheinungen au&nerksam 
machen, welche die Behauptung Wheatstone's als nicht richtig 
darstellen und doch auch durch die Vertbeiluag von Licht und 
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SeBalten nidit eMM tHfim ktaiMD; intfwiielica vritd es -M 
der Wielitl§keit der Sache dodi aach gnt seiii, die Bewräe die- 
ses Fomebers sa erdigen. Er wendet sick wa dem Beliafe ao 
die bckanate Eibbraiig Gmelin's, dass Tertieft gesehniitene 
Steine dardi Hikroscope, Ikmpen «.s.w. betvaekief, eritlibeii ei> 
scheinen) nad wdsk die gewöfanlidie ErhMnmg sortek, dass dies 
donefa die Undcehntng vmk Lieht nnd SofaBtten bewirkt werde. 
Denn diese firkÜrung wirde nur fSr daa snsanmiengesetate Qlt- 
kreseop gelten, welches die Objeete nmgekdirt dafstelit; allein 
weder ffir die riirfaehen Loapen, oech fir de« Fali^ wo man den 
Sleiift bloss durch eine Röhre bilräehtel, und flia (^eicbfalb erha- 
ben siebt, wenn er in der Wk^klidikeit tevlleftlsti Wkeatstone 
erklärt diese sondcrbaiw Effsekeianngen so, dass er bebanptet, 
dem einen A«ge feUe die am^dissige Rieblsefcsar, nemUeh die 
Darstdfaing yer8efaiedc(n<w Bilder a«f yeder Refaa$ die Einbildongs- 
kraft trete n«a fainzti, nnd lasse da» (Mijeef baM eiMht, bald ver- 
tieft eiidieiaen, so wie ^ es ne g^Mde vwstdlt. Es ist rich- 
tig, dass bei dieser Art ron Vefsncfaen das Objeel b4d im fieüe^ 
biid in der VerÜefttttg ersdbeiiit, der geschnittene Steift also bald 
als Gemme, bald als Camee dem dnenlndividtfum yorzi^weise 
so^ dem andren entgegengesetat adi darsteÜt — wer den Ver- 
snch Vielen geseigt hat, wird das hiidfioglleh wissen. Allein 
Wbeatstone hat Unrecht, wenn er von einer Unbestimmtheit 
des Anges spnchf, die so gross sein soll, dass ein, im Allgemd- 
nen bei den Gesichtseindrücken so nnbedentendes Moment, wie 
die EinbSdangskraft oder die Reflexion von einem determiniren- 
den Einfluss werden soll. Es wäre anssefdem wonderbar, bei 
einem vnd demselben Individnom oft in sehr knrser Zeit die Er- 
scheinung sich nmkehren an sehen. Was nemüeh die Unbe- 
stimmtheit anbetrifft, so kann man sie anfheben, wenn man för 
ein gehdriges Licht nnd Schatten sorgt; das Aage hat dann einen 
nnbestrdtbar sicheren Anhalt, und man steht dann gar keinen 
Grund ab, warum der Stein nicht richtig soll gesehen werden 
k&nnen, welches trotz dem nicht die Regel ist. Will man nun 
Tollends die Thätfgkeit der Sinne in Anspruch nehmen, so ist 
wiederum nicht abensehen, warum diese Tbätigkeit in den hau* 
figsten FtUcn das Obfeck hUA beurtheilt. Licht nnd Schatten 
soUien zu der richtigen Vorstellung f&hren; das Object ist im 
Allgemeinen anderweitig bekannt, nnd nichts desto v^i{^f.|[|tellt 
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es 8tdi falsch din Somit kam avf dtase Weise das Experidieat 
Dicht erkUrt werden, dass ein vertieft geschmttenet SUin dnreh 
eiae Loapeeder eine Bohre betrachtet, erhaben erseheial. Uad 
nan lanss ich za diesen Versaehen faittaof&gen, dass man ersteas 
der Röhre nicht bedarf, ja dass man den Stän frei mit einem 
Ange betrachten kann, ja, was das Merkwürdigste ist, dasa man 
ihn mit beiden Angen betraditen kann, nnd doch erscheint er 
sehr liänfig umgekehrt, als er in der Wirklichkeit i^. 

I>ie Eiidärung dieser interessanten Erscheinnngen kann man 
nicht aas einem einaigen Prindp aUeiten; sie gehören vofn Theii 
%n denjenigai, welche man bei stereemetrischen. Figuren beobaehp 
tet, die bei anhaltender Betrachtnog sich aof eine sonderbare 
Weise amkehren, was ich in einem eigenen Abschnitt erkUren 
werde. Eier habe ich TorUafig nar «n bemerken, dasf das Aage 
sehr gewöhnt ist, die hellen iSegenstinde, oder die hellen Theile 
eines und desselben 6egenstwles fftr näher als die ülnigen aa 
halten, wie das darch die Miderei, selbst bei fehlerhafter oder 
mangelader ^rspectivischer Zeichnung, binUogUeh bewiesen wird 
Wenn nun a. B. bei einem tief gesdinittenen Stein das Lieht ia 
die am meisten vertieften Stellen ßUlt, so .werden dieselben dem 
Auge näher erscheinen und der Stein also erhaben geschnitten, 
und da dasselbe sogar einkitt, wie wir angegeben haben» wenn 
mit beiden 'Augen gesehen wird, so ist es klar, dass die von 
Wheatstone hervcM*gehobene Ungleichheit der Bilder eines und 
desselben Cttjects hierbei sich gegen die Verhältnisse von licht 
und Schatten nicht geltend au machen die Kraft hat und ihnen 
also an Wiricung nachsieht 

Dasselbe kann man auch in folgendem Versudi sehen. Uan 
nehme die Zeichnungen Fig, 12, bringe sie ins Stereoscop und 
verwechsele die. Zeichnungen, indem man dem rediten Auge die 
f&r das linke entworfene giebt; man sieht nonmehr keinen Wör- 
fel mehr, sondern einen durch den Durchschnitt dreier Ebenen 
hervorgebrachten körperlichen Winkel. Legt man jododi den 
Schatten und die entsprechende Seite der Figur dunkler an, dann 
ist diese Verändemng wenig<|r leicht; man erhält dann auch wohl 
den körperlichen Winkel, allein eben so häufig den Eindruck 
eines prismatischen Körpers, namentlidi wenn der Schatten be- 
trachtet wird. 

Nach dem Vorhergebenden hat Wheatstone also Unrecht^ 
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wenn er .den GcsiebtseiiMbnick da fftr luAestinmit nad den Laa- 
nen der EinbfldaDgskraft fttr preisgegeben hält, ^o ihm dareh 
nngletdie Bäder in seinen beiden Organen ein Anhait8{Hinki fehlt. 
Sa, wo diese Ungleichheit nidit möglich ist, wie z. B. bei 6e* 
milden, aoU es nach ihm den Effect erhdben, wenn man lieber 
nor ein Ange anwendet. Allerdings betrachten wir Gemälde am 
besten nnr mit einem Ange, aber . dann dnrc|i eine gesehwänte 
BAhre, und in dieser letstecen besteht der Nntaeo, den wir von 
dieser Art der Betraehtnng zidien nnd der andi nicht schwer 
einansdien ist. Die Gemälde sind in der Regel fftr einen sehr 
entfernten Augenpunkt berechnet, und da nun die Augen in der 
Schätzung der relativen Entfernung sehr sieber sind, so würde es 
sie darin stören, wenn sie vor oder neben dem Bilde Objecto in 
grosser Nähe wahrnähmen« Ausserdem gewinnt jeder Gegenstand 
an DeutUehkeit, wenn man seitliches lieht entfernt hält 

Die einzige oder doch habptsächlioliste Erklärung, wdiche < 
Wheatstone für das Erkennen des Reliefs bei Einäugigen gieht, 
iemer bei soldnm Personen, welche auf einem Auge erblindet 
sind,' oder nur mit einem Auge sehen, ist die, dass in solchem 
Falle der Kopf bewegt wird, und somit das Auge von einem nai& 
drei Dimensionen ausgedehnten Gegenstand Terschiedenartige Bü« 
der erhält, die es dann zu dem Eindruck des Reliefs eombintrt. 
Ee ist mit diesem HUbmittcl, wie mit dem vom Licht nnd Schat« 
len; sie sind richtig, werden angewandt, alltto sie erschöpfen die 
Frage nieht. Es bleibt immer noch unerklärlidi, wie ein gleichmässig 
helenchtotes Stück Papier, welches abwärts vom Auge gehatten 
wird, während das andere gesoblossen ist^ beim ersten Blick in sei* 
ner wahren Richtung gesehen wird. Man kann hierbei nicht sagen, 
daas dies durch die Schätzung des Gesichtswinkels, oder richtiger 
gesagt, durch die Beurtheilnng der Grosse der Netahauibilder be- 
wirkt werden denn wir denken uns das Papier nicht parallel, 
sondern beliebig geschnitten, so dass mdglicherweise der Gesichts* 
Winkel von der entfernteren Seite sogar grösser sei, als derjenige 
von der zunächst liegenden. Ueberhaupt kann man dem Gesichts» 
Winkel in Bezug auf -die Fähigkeit des Auges, die Entfernungen 
relativ zn schätzen, nur eine Wichtigkeit zweiten Ranges zu- 
schreiben, insofern seine Hfilfe nur dann dem Auge nfitzen kann,, 
wenn es mit der Gestalt des zu beurtheilenden Gegenstandes 
schon andcfweitig ungefähr bekannt ist. 
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Dk dgentiidie Art, auf wdche cb Auge Or ticb aUeia die 
vdalhre Entferaong der ftotaeren GegenlSode benrlheOt, begeht 
daria, data ca aieb adaptiri und dn Bewssstaeio fiber die 
Adaptiraog in aich trigf. Man masa ihm hierin, wie sieb ei^ban 
frffd, ein sehr Tollkoomncs CeflUil snaehreiben imd ««i^eidi den 
Begriff der Adaptimng in einem weitem Sinne nehmen, ala ge- 
wdhnUch gesebieht^ man wird aemlidi fiese ThStigkeit andi für 
aokhe Entfemangan angeben mftssen, wo sie, bei dem Bau dea 
Angea, nicht mdir im Stande ist, Bilder Ten emer Innlftttgiidi 
grossen DentHchlceit herroranbringen, idso die Gräosen ftlieracbrm- 
tend, die wir in einem frftheren Absdmitt fir daa Interrall der 
Adaptimng aobteUten. 

Diese Ansieht ist so einfach nnd natargemSss, dasa man sieh 
billig wnndera moas, bei keinem Antor die mm Tbeil wiebtigen 
Folgerungen angq^eben an finden, die daraus abgeltet werden 
kftnnen. Um diese Ansicht an bewrisen, ist es nfttiiig, daa Expe- 
riment ao dnamnehlen, dass einteiae Ptankle eines planen Gegen- 
alandes i&ber oder nnter der gemeinsehaftKefaen Ebene %a liegen 
konraien nnd aich an ftberxengtn, dass dn einziges Ange ansreidie, 
diese scheinbMr Teränderten Orte richtig an schitaen. IMes kann 
torch Breehnng Iricfat erreicht werden, nnd so wird amn nnter 
den tagenden Thatsachen einige aehr bekMinte Ersdieimingen nnd 
andere nicht beachtete finden, welche nnr dnrdi die mitgetheäte 
Theorie erklärt werden können. 

Bekanntlich erseheint der Boden eines GefiKsses, worin eme 
Flissigkeit, wie gehoben nnd gekrümmt, nnd ein Stab im Wasser 
gebrochen* Diese Erseheinangen nnd uralt, sogar in nnsera Lahr- 
b&chera; auch pflegt die letztere derselben die Lehre von der 
Refraction aa eröffnen. Inawischen so alt sie sei, so hat keki 
einziges der mir bekannten Werke diese Erseheinangen hinläng- 
lich erkürt Allerdings iSsst man die Lichtstrahlen, sobald sh 
das Wasser Tcriasaen, «ne Ablenkong erieiden; daraas jedoch 
fdgt die Esscheinnng noch nicht, die das Ange wahraimmt. Was 
folgt in der That aas einem abgelenkten Strahl in Bezug auf den 
Ort, wo daa Ange den leuchtenden Punkt hinversetzt, da ein Strahl 
}a nur eine- Ridbtaog bestiaant? Wenn das Ange sidi itter dem 
Grande eines GefSsscs befindet, so erhält es Strahlen von jedem 
Punkte desselben, das Gefiiss awg leer oder mit einer brechenden 
Substanz angefüllt sein, und die gekr&mmte ^^j^ppog fies 



Grandes b|dbl ifl^kli aoeikUrt Nach dem, wes ^rir eo eben 
ober die Ffibigkeit des Auges bdiaoptelen, den relaliisen Ort der 
Gegenstlnde dorcb die Adapiirung sn schSisen, ist ne dag^en 
sogleiob erklärt 

Es sei r die Hdbe einer FlOssigkeit; man n^me einen SiraU, 
welcher unter dem Winkel ^ mit der Normale dnreh die FiOs* 
sigkeit sich bewegt, und nnter dem Winkel 9)1 in die Luft ge* 
brocben werde« £s sei x die H5he, in weicher der Strahl bis 
ftur Nomuden fortgoseUt, dießelbe treffe, so findet man l<»cht 

V. n G06§py 

wo n der BrechnngBindez der Flüssigkeit ist« 

Ist der Winkel op unendlich klein, so kann man für — ^ 
'^ oos9> 

1 setzen, und aUe unter dieser Bedingung rou einem leuebtenden 

Punkt ausgebenden Strahlen werden «iob duin in duiem und d«n* 

selben Punkt der Nosmale schneiden, d. h« jener leuchtende 

Punkt wird einem Auge, welches sich 6ber ihm befindet, um 

1 j gehoben zu sein scheinen, welches der Erfahrung ge- 
mäss ist Uns inieressirt hier dieser Fall bloss in so fern, als dar- 
aus klar hervorgeht, dass das Auge durch die Adaptirung in den 
Stand gesetzt bt, den relativen Ort zu bestimmen, und es ist nur 
noch anzuführen, dass wenn der Winkel g> einen endlichen Werth 
hat, man {&r die Höhe, in welcher die unier einem unendlich 
wenig davpn verschiedenen Winkel ausfahrenden Strahlen eines 
und desselben leuchtenden Punktes sich schneiden, findet: 

( 1 COS*ttiv 
1 • — r^ I 
n €os' 9) / 

Anmerkung. Der Gleichung x "»rA ^ bedient man 

sich bekanntlich, um den Brechungsindex n t&it Flissi^dten oder 
für andere durchsiditige Substanzen mit parallelen Oberflächen zu 
ermitteln, falls genauere Bestimmungen für die einzelnen Farben 
mittelst der festen Linien des Spectrums nicht mö^ich sind. 
Nachdem r gemessen, findet man x als die Grösse, um welche 
ein Mikroscop verschoben werden muss, wenn es einen bestimm« 
ten Punkt in seiner Axe einmal direct und dann dureh die Snb« 
stanz hindurch deutlich erscheinen lässt. Diesem oder icaiem Le- 
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aer, welcher der^eicben Dofenncbnngen anstdloa wellte, dürfte 
dai Verfahf^D, das dabei eingeschlagen werden mnss, wenn man 
ibereinstimmende Werihe erhalten will, erwünscht sein. Die ge* 
wohnlichen Hikroscope sind hierzu nicht tauglich und ich habe 
mich vergebens bemQht, mittelst ihrer zu einiger Genauigkeit zu 
gelangen. Haben sie i^emlich eine starke YergrGsserung, so iner- 
langen sie, dass das Object dem Objectiv sehr nahe ger&ckt 
werde, wodurch man den Vortheli verliert, die zu untersochende 
Substanz in gehöriger Dicke anwenden zu kennen. Haben sie 
dagegen eine schwache Vergrössemng, wie die zum Ablesen ge- 
bräuchlichen Mikroscope, dann ist es nnmdglich, sie genau einzu- 
stellen; man bleibt innerhalb eines ziemlich beträchtlichen Inter- 
valls vollkommen unsii;ber. Auch das Verfahren, das Hikroscop 
mit einem Fadenkreuz^ versehen, auf einen Theilstrich einzustellen, 
und dureh die Bewegung des Kopfes zu benrtheilen, ob das Bild 
desselben genau an der Stelle des Fadens sich befinde, hebt die 
Unsicherheit nach meinen Versuchen keinesweges. Diesen Uebel- 
atänden zu entgehen, verfuhr ich so, dass ich das ObjecHv eines 
gewöhnlichen Ablese- Mikroscops an das eine Ende einer 14 Zoll 
und längeren Röhre anbrachte, den Oeulareinsatz au das andere 
Ende. Hierdurch erhielt ich eine starke Vergrössemng. Nennt 
man nemlich p und p^ die Brennweite derObjecüv» undOcuiar- 
linse, d die willkfthrliche Entfernung der beider Gläser, so ist die 

Vergrösserung durch das Instrument proportional — ^ und 

wädist also mit d. 

Bei den angewandten langen Röhren war es möglich, das 
Brechungsverhältniss von Substanzen zu bestimmen, deren Dicke 
1 Zoll und mehr betrug, und zugleich liess die Empfindlichkeit 
des Einstellens nichts zu wünschen übrig. Es ist kein Zweifel, 
dass durch noch längere Röhren, wenn man für die gehörige Be- 
leuchtung sorgt, fast jeder bdiebige Grad von Genauigkeit bei 
diesen Versuchen zu erreichen sein wird. Der grössere Grad von 
Empfindlichkeit beim Einstellen rührt daher, well die Entfernung 
des Objeets von einer Linse mit a, diejenige des Bildes mit a be* 

zeichnet, da = -da i^, und weil folglich, bei einer und dcr- 

sclbeu/ Linse, die Veränderung in der Entfernung des Bildes desto 

Digitized by LjOOQIC 
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lied«atei>der wird, je grösser diese EntferDiing, fe nfiher dso dem 
BrennpcHikt das Object rackt. 

Derselben Verrichtang bab^ ieb raieh mit grossem Vortbeile 
bedient, die Acbromasie von Objeeiivlinsen, namenUieh der sh 
den Mikroseopen bestknmien, zu nntersuchen. Als Object wende 
ich den Qnedcsilbcirfaden in einer CapUlarröbre an, und sehe 
dann, bei nickt vollkommener Adiromasie, das vom Quecksilber 
reflectirte Tages- oder K^rzeidicfafc mit breiten Farbenränderni de- 
ren Breite davon berr&hrt, dass die Abweicbang wegen der färbe 
dem Qna&at der Entfarnung des Bildes dbrecl proportional ist 

Indem ich in dem Schätzen der relativen finffemang mittelst 
eines einzigen Anges zurückkehre, bemerke ich, dass die Erschei- 
nung des gebrochenen Stabes auch durch ein Glasprisma hervor- 
gebracht werden könne, welches man über eine auf Papier gezo-» 
gene Linie legt. Sie erscheint gebrodien und hebt eich, und 
swar um so mehr, je dieker die Glasschicht ist^ durch' welche 
Ihre Strahlen sich bewegen, wie das aus dem obi^n Werth von 
X schön zu Ersehen ist. 

Sehr gut stellt auch der Kalkspath Erseheinnugen dieser Art 
^ar. Da die beiden Strahlen, in welche er das; Lieht theilt, im 
Allgemeinen verschiedene Gesetze der Brechung befolgen, so er«* 
scheinen die beiden Bilder dem Auge nicht in gleicher Entfernung« 
Legt' man z. B. ein natörlicfaes Stock dieses Crystalls auf einen 
achwarzen Punkt, so erscheint der gewöhnlich gesehene höher als 
der ungewöhnliche und die Differenz wächst mit der Dicke des 
Crystalls. Ich wiederhole, dass alle 'diese Erscheinungen >allerT 
dings von der Brechung, die das Lidit erfasst, abhängen, und dass 
man sie also als Beweise für diesen Prozess aufstellen, dass man 
«ie aber nicht erklären kann, wenn man nicht die Adaptiruag des 
Auges und dais Bewnsstsdin, welches dasselbe über diese Thätig- 
keit hat, zu Hülfe nimmt — zu Anfang eines Tractats über die 
ilefraction gehören sie also gar nicht hin. 

In den ^ngeföhrten Fällen löst ein Auge für sich aUein schon 
die Aufgabe^ allein die Sicherheit wächst, wie das begreiflich ist, 
bei Anwendung beider Augen, wovon man sich bei feineren Un- 
terschieden überzeugen wird. Es veisteht sich von selbst, dass 
dergleichen Urtiieile des Auges desto sicherer werden, je mehr 
HGlfsmittel gegeben sind. 

Ich werde jelzt Erscheinungen ähnlicher Ajt.^l^ivdfsgJW^^fcn 
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mAmkuüf W0 tie TOD graiter pridifldier Bedentang nni. Haa 
ndmie ein oooTeset Glas, am besten dn bieonrexes, gleicbTid 
ob Ton grasser oder kidner Brennweite, halte dassdlie nahe ans 
Auge, nnd betrachte dadoreh ein Ob{ect, %. B. gerade TJnieo. Sie 
fferden conear erseheinen, d. h. mit ihren Enden sich dem Glase 
«•wenden nnd twar in betrftehtichem Grade. Es ist dies be- 
kanntlich dn Mlttd, Zdchnnngen zn belraditen, nm die Perspeo- 
tire tn Tenndiren; dn Mittel, wdehes die gewdfanlidie sphfiriscK 
gekrihnmte Linse andi liefert, wShrend man doch glaaben sollte, 
dass in den meihteB Fallen der Praxis qrlindrische Linsen der 
Anfgalie iiesser genigen würden. Denn die sphärischen Linsen 
krflhnmen nidit allein die horizontden Linien, welches gewünscht • 
wird, sondern begreiflich anoh die rerticden, was man im Allge- 
mdnen nicht beabsichtigt^ nnd dardi cyUndrisdio Linsen, minde- 
rtens snm TheH, wenn aodi nadi dem Obigen nicht ganz, ver- 
mieden wird. Uebngens kann dieser Effect der Linsen fsst bis 
znm VnertrSglichen gestdgert werden, wenn man dne doppdt 
conTCxe Loope von klemer Brennwdte nnd TerhältnissmSssig gro« 
ser Apertur gebrancht Betrachtet man dorch diesdbe eine Pa« 
pierÜdM, ao sieht man Ton dnem gewissen Umkrdse ab die 
kleinen Eihühnngen des Papiers wie Päden bdnahe senkrecht anC* 
gerichtet 

Entfernt man jetzt die convexe Linse vom Ange bis sie dn 
Bild giebt, wddies man in derLuit betrachtet, so erscheint das- 
sdbe eonyex, also nmgdcehrt wie in dem Torhergehenden Fall, 
nnd zwar wiederam Im Allgemdnen sehr entschieden« Es hat in 
diesem Falle gar kerne Schwierigkdt, abgesehen von der mathe* 
matischen Berechnnog, schon thatsächlich naciizaweuen, dass die 
Punkte, welche ron dem Ange für die entfernteren erklärt wer- 
den, auch wiriclich die entfernteren dnd. Denn flogt man das 
Bild anf eine malte GlastaCd anf, und erschdnt dassdbe in den- 
lenigen Thdlen, wdche der Axe der Linse nahe liegen, bei einer 
gewissen Entfemnng dentlich, so wird man die Glastafd der 
Linse näher bringen müssen, nm die von der Axe der Linse ent- 
fernten Thdle möglichst dentlich zn sehen. Da man das BIM 
der camesa obscura in einer bestimmten Entfiemnng braadit, ao 
ist diese Differenz zwischen den centrden nnd peripherisdien 
Thdlen dn Uebdstand, von dem jedes Instrument dieser Art hin* 
iängUdie Beweise gld>t. ,^ ^^, ^y^oogit^ 
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Die ooncave Urne sdgt ähnlielie Endieinaiigeii. Gerade Li- 
nieo, dnrdi sie betrachtet, sdgen sich coiiTex, d. h. mit ihren eot* 
femteren Theilen von der Linse abgewendet 

Sehr m beachten sind in dieser Beuehnng die GUser, welche 
anfder einen Seite plan sind oder überhaupt einen grftsseren Radius 
der Krümonittg haben» Wendet man eine planeonvexe Linse als 
Loupe an, so kbrt die Theorie, dass man die ebene Seite dem 
Onjed: und siao die gekrümmte dem Auge «uwendra müsse. 
Denn die Theorie berüclssichtigt swei Fehler der Linsen, die chro- 
matische und die Abweichung wegen der sphSrischen Krümmung. 
Für die erstere ist es gleichgültig, ob man die Linse nach der 
mnen oder der andern Seite richtet; was jedoch die Längenab- 
. weichung betrifft, so ^gt die Theorie^ dass sie beinahe Tiermal 
grösser ist, wenn man die conrexe Seite dem Object und die 
plane dem Auge zuwendet, als bei umgekdirter Stellung. Somit 
müsste man die planconveKen Loopen mit der dbenen Seite nach 
dem zu betrachtenden Gegenstand gebrandien. 

Das jedoch filll keinem Beobachter ein; er hiUt die Lonpe 
stets umgekehrt! 

Sollte noch ein Zweifel hierßber obwalten, so betrachte man 
die Stellung eines planoonvexen Oculars, durch wdiches ein BOd, 
sd es im Fernrohr oder Mikroscop, gesehen wird. Man wird 
stets die gekrümmte Seite dem Bilde zugdcehrt finden. 

Die Theorie der Abweichung der Lichtstrahlen wegen der 
Kugelgestalt ergiebt ferner, dass es TortheUhafier sei, sich einer 
bicenvexen Linse gleicher Krümmung zu bedienen, als einer 
planconvexen, deren ebene Seite den parallelen Strahlen aus- 
gesetzt sei. Hierüber ist die Theorie eben so wenig mit der 
Erfahrung übereinstimmend, wie nicht aliein sSmmtliche Oculare 
sondern auch die camera obscura zeigt. Somit ist es gewiss, dass 
in der Theorie ein Umstand übersdien sein muss, wodurch der 
Widersprudli hervorgebracht wird. 

. Um diesen Umstand kennen zu lernen, wellen wir die plan« 
conVexen Linsen mit Rücksicht auf den Toriiegenden Gegenstand 
untersuchen. Sie zeigen dieselben Erscheinungen, als die bicon- 
▼exen Gläser, mögen sie als Loupen oder zum Bervorbringen ei« 
nes Bildes angewandt werden; allein sie zeigen sie in sehr ver* 
schiedenem Maasse, je nachdem die eine oder andere Seite dem 
Object zugewandt wird. . Wenn sie als Loupe dienen^^d^^nd^e 
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Krilmmofigen an^ei^ bedeutender, sobeld die plane Seite nach 
dem Object gelichtet ist; Iffsst man darcfa sie jedoch ein Bild 
entstehen, so ist dassdbe stärker gewdlbt, wenn die conrexe 
Seite nach dem Bilde sieht. Ans der erateren Thatsache^ die 
man praetiseh wohl zu bea^chten hat, ergiebt sich die Lage, in 
welcher diese Li^se angewandt werden mnss, in Uebereinstimmung 
mit der Erfahrung. Zugleich öberzettgt man sich, dass unter allen 
Umst&nden der Theil des Bildes, welcher die Axe der Linse um- 
gtebt, ungekr&mmt und nuTcrzerrt bleibt, und dass diese Verzer- 
rungen' von den höheren Gliedem ^abhängen, die man bei der ge- 
wöhnlichen Betrachtung der Linse vernachlfissigt, d. h. von sol- 
chen Punkten, welche mit der Liose einen zu grossen Winkel 
bilden, als dass man ihn für unendlich klein ansehen könnte. 

. Aehnlich der planconvexen verhält sich die planconcave 
Linse. Sieht man durch sie hindurch, so krikamt sie die geraden 
Linien in verschiedenem Grade, je nachdem sie gehalten wird« 
Sie krfimmt am wenigsten, wenn die plane Seite nach dem Ob- 
ject gerichtet ist, und in dieser Stellung wird diese Linse als ßrll« 
lenglas angewandt. 

Fasst miin das Bisherige zusammen, so ergiebt sich also: 

1) dass die Punkte des Objects sich desto früher abbilden, 
je weiter sie von der Axe entfernt sind. Wir setzen voraus, 
dass das Object sich in einer Ebene befinde, welche senkrecht 
auf die Axe gerichtet ist. Sein Bild wird sich dann also nicht 
in einer Ebene befinden, vielmehr werden die entfernteren Theile 
davon abweichen, und diese Abweichung könnte man die Abwri- 
chung von der Ebene nennen. 

2) dass diese Abweichung bei einer Linse mit ungleichen 
Radien von der Stellung der Linse abhänge. 

3) dass der Uebelstand, der hieraus hervorgeht, bei den Lou- 
pen und Ocularen bedeutender ist^ als die Abweichung wegen 
der Kugelgestalt, welche von der Apertur bedingt ist, so dass, 
wenn beide Abweichungen collidiren, die Entscheidung nach den 
Bedingungen der Abweichung ad 1. von der Praxis getrof- 
fen wird. 

. 4) dass weil man die in Rede stehende Abweichung, so vid 
bekannt,*) niemals in Betracht gezogen hat, die Theorie dw 



*) Ich muss mir die Bemerkaog erhoben, dsss dieser Abschnitt und 
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dioptrischen InstrameBta ia Widersprach mit der Pf axie getreten 
ist, und diesen Inslmmenten wahrscheinlich die Vollendung nidit 
hat geben lassen, die zu erreichen möglich gewesen wfire. Merk* 
wflrdig ist es übrigens, dass man den Widenprudi der Theorie 
mit der Praxis bei den Loupen und Ocokren nicht hervorgeho- 
ben hat, da er zu Tage liegt. 

Was die Objectivlinsen anbetrifft, so ist zu bemerken, dass 
bei der des Mikroscops beide Arten von Abweichung dieselbe 
Stellong der Linse verlangen, oemlich mit der convexen Seite 
oaeh dem Object, mit der planen oder der weniger gekrQmmten 
nach dem Bilde. Bei den Objectiven der Fernrohre dagegen ist 
die convexere Seite nach dem Object gewandt, und dies rührt 
daher, dass diese Instrumente im Allgemeinen ein kleines Ge* 
aichtsfeld haben, wo dann die Abweichung von der Ebene nicht 
80 bedeutend ist} ferner daher, dass die letztere Abweichung un- 
ter sonst gleichen Umständen desto kleiner wird, je grösser die 
Entfernung des Objects. Daher steht die Objectivlinse der Fem- 
röhre, wie es die Abweichung wegen der Kugelgestalt nöthig 
macht. Inzwischen sieht man auch bei Fernröhren von verhält- 
nissmässig grösserem Gesichtsfeld den Mond nicht als Scheibe, 
sondern gewölbt und man kann wohl nicht zweifeln, dass wenn 
die Theorie den aufgestellten Gesichtspunkt beachten wird, sie 
den Fernröhren eine grössere Vollkommenheit, namentlich in Be* 
zag auf das ^Gesichtsfeld wird ertheilen können. 

Uebrigens ist nicht zu vergessen, dass wir es hier mit diop* 
trischen Prinzipien nicht zu thun haben, dass wir nur beabsichti« 
gen^ zu zeigen, wie ein Auge allein durch die Adaptirung den re- 
lativen Ort der Objecto erfahre, und somit bleibt uns nur nach- 
zuweisen übrig, dass die Krfimmungen ebener Gegenstände, tu 
welchen die Linsen Veranlassung geben, audi wiriclich in der 
Natur ihrer Brechung liege, und dass das Auge somit richtig 
beurtheile. 

Seien r und q die Radien einer Linse; wir nehmen dieselben 
positiv, wenn sie zu einer convexen Fläche gehören, d die 
Dicke der Linse, n das Brechungsverhältniss ihrer Substanz. 



fiberhsapt der ganze Artikel bereits 1841 geschrieben worden ut. als, die« 
•er oana des Repertonnms eischemeu sollte. ^ 
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In dem Abscimill ,tW«g der LicktatfiJiktt v. s. w.» fiadet 
iidi di« GkidiuDg (III) 

9)iai(4i + 3>«)w, 
ffo ff der Wink«! iff, den der noch ODgebroeheiie Strebl mit der 
Axe iMldet; yi deredbe Wii^el oach der Brechvng dorch i +'1 
Linsen, a ist die Entfernung von der Tordersten LinsettflftelM^ 
wo der noch nnf;ebrochene StoU die Axe to«ffien tffirde. flat 
»in nur eine Unse, so ist i ^ o, und die letite Gleiebnng geht 
ifcer in: yw (3,a) w. 

Wenn die Bedingung gestellt nird, dass der Strahl naeh sei* 
tiem Anstritt an^ der Linse seiner nrsprfingUehen Riditang pard* 
lel sei, so mnss y ■■ w, also (3^) ■■ 1 sein. Nenol man A d^ 
dieser Bedlngnng entspreehenden Werth Toa a^ so ergeht eieh 

^ (3,1) • 

Dieser Werth A giebt die Lage des ersten Hanptponkta der 
Linse, nad wir ffigen noch hei, dass man nach der im angefilhrteii 
Abschnitt gebraschten Beseichoung hat 




r 
wonach man A leicht berechnet 

Der Strahl, welcher die Ase in einer £ntfemnng A| too der 
ersten Fläche gemessen, tre£Fen würde, geht also aadi der Be- 
cbnng durch die Linse seiner ursprünglichen Richtung paralieL 
Br wird dann die Axe in einer Entfernung B von der hintern 
Linsenfliicbe treffen, und diese Entfernung erhfilt mah offenbar» 
wenn man in dem Werthe von A,r mit q vertenscht 

Daher ist B«-i:=^\ 

Der so gefundene Punkt ist der andere Hauptpnnkt der Linse. 

Da dieüe beiden Hauptpunkte tob grosser Wichtigkeit bei .der 
Betrachtung der Linse sind, so wollen wir ihre Lage auf eine andere 
Art noch abzuleiten suchen. Es giebt bekanntlich für jede Linse o- 
nen Punkt in der Axe, welcher die Eigenschaft hat, dass wenn ein 
Lichtstvahl durch ihn hindurchgehti er nach der Brechnng durch die 



Ueber da« Aag«. 403 

Liait deaielbeii Winkel mit; der Axo bildet ab mvor. Bei einigea 
Schrifteteiiero heisst dieser Pankl der optische Mittelponkt, und 
Strahlen, die dorch ihn gehen, Hauptstrahlen. Man erhält ihn, wenn 
man an die Fl&chen der Linse zwei parallele Radien xieht und 
üt Punkte, wo sie die beiden Oberflächen treffen, dureh eine 
Gerade yerbindet. Der Dnrchschnitt dieser Geraden mit der Axe 
der Linse ist der verlangte Punkt, nnd man sieht hieraus sogleieh, 

dass dereelbe um d . — r- von der Yorderfläche und um d . — , — 

von der hinteren entf«nt liegt. 

Der so bestimmte Punkt geniesst seine Eigensehaft gans all- 
gemein, d. h. für alle Strahlen, sie mögen unter grossem oder 
kleinem Winkel einfallen« Da alle sogenannten HauptstraUen 
doreh ihn geben, so kann man ihn^ optisch genommen, als einen 
leoobtendeo Pankt ansehen, und die Brechung der von ihm aus- 
gehenden Strahlen durch die beiden Linsenfläehen bestimmen. 

1 n B — > 1 
Dies geschieht nach der bekannten Formel — « — — — , wo 

a die Entfernung des Objects, a die des Bildes ist, beide von der 
brechenden Oberfläche nach derselben Seite hin gemessen. Setzt 
man hierin nunmehr fflr a die Entfernung des optischen Mittel- 

pnnkts oder d . , so erhält man für a die Entfernung des 

ersten Hauptpunkts, das obige A $ nnd wenn man r mit ^ ver- 
tauscht, die Entfernung des zweiten Hauptpunkts oder B. 

Auch leuehtet aus dieser Abieitung die Eigenschaft der bei- 
den Hauptpunkte ein. Denn zieht man dural den optischen 
Mittelpunkt eine Linie, welche einen Lichtstrahl repräsentirt, und 
erleidet derselbe an beiden Flächen der Linse eine Brechung in 
der Luft, so ist jeder der beiden gebroehenen Strahlen auf seinen 
Hanptpnnkt geriditet, nnd dabei bilden sie gleiebe Winkel mit 
der Axe, da sie parallel sind. Wie man sieht, ist die Gleichheit 
der Winkel das Charakteristische der beiden Hauptpunkte; denn 
vsähe man von dieser Gleichheit ab, so gäbe es für jeden beliebi- 
gen Punkt in der Axe von einer oder von i 4* 1 Linsen einen 
anderen correspondirenden Punkt, von der Eigenschaft^ dass alle 
Strahlen, die vor der Brechung auf den ersten Punkt gerichtet 
waren, von dem zweiten zu komdMo scheinen, nachdem sie 
säomitliehiß Breohungeji eifahren haben, und iMi efgiebt sich 

26* • 
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Um ans d^ Gleiehong VII des crwihnUn Absduiitts, wonach 

(4i + 2,a) 
^'-{4i + 3,a)' 
also unabhSngig Ton dem orspraDgtichen Winkd w ist. 

Dies Verfalltniss jedoeb, in nelchem je zwei correspondi- 
rende Ponkte ia der Axe des Linsensystems sü einander stehen, 
gilt eben so, wie die Eigenschaft der beiden Hanptpnnkte, nor 
fftr Strahlen, die mit der Axe unendlich kleine Winkel bilden. 
Das letstere ist aus dem Vorigen leicht za entnehmen. Die Lage 
des optischen Mittclpankts nemlich ist ganz allgemein für alle 
Strahlen, unter welchem Winkel sie auch geneigt seien; die For- 
mel jedoch, durch welche wir Torher ans der Lage dieses Punk- 
tes diejenige der beiden Hauptpunkte ableiteten, gilt nur ffir Strah- 
len, derep Winkel mit der Axe unendlich klein sind« Hieraus 
trgiebt sich, dass die Hauptpunkte einer Linse nur li&r Strahlen 
der letzteren Art gelten. 

Die letzte Gleichung zwischen oi und a geht f&r den Fall 
einer einsigen Linse über in 

iU) 

a(24) + (2) 
*a (3,1) + (3,2)' 
wo a die Entfernung von der hinteren Linsenfliche bedeutet^ in 
welcher der gebrochene Strahl die Axe trifft. 

Befindet sich nuh ein leuchtender Punkt in der Axe und um 
a Tor der ersten Fläche, so hat man in der letzten Gleichung a 
negativ zu nehmen, und erhält für die Entfernung seines Bildes 
die Gleichung 

(2)--a(2,l) 
" (3,2)-.a(3,l)''-^- 
Nimmt man an, dass paralleles Licht auf die Voiderfläche 
ftUe, so ist aasoD, und daher 

a B r^-^ als die eine Brennweite. 
(3,1) 

Fällt paralles Lidit anf die hintere Fläche der Linse, so ist 

aiBOD, und auf ähnliche Weise 

(3,2) 
a = Tj7r als die andere Brennweite. 

Die beiden Brennweiten liegen also von den entspr^enden 
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nSchen gemessen, verschiedentlich entfernt; allein ihre Entfernung 
Ton den entsprechenden Hauptpunkten, welche vorher bestimmt 

1 
worden sind, ist dieselbe und zwar tttt. Bezieht man nun auch 

' die Entfernung des Objects und diejenige des Bildes auf den cor- 
respondirenden Hauptpunkt, so erhält man die gewöhnliche For« 
xmel fQr die sphärische Linse, wonach die Summe der reziproken 
Grössen der Entfernung des Objects und Bildes, der rezipro^cen 
Brennweite gleich ist, d. h, b (3,1). Diesen jSatz hat Möbius 
über ein System von beliebig vielen Linsen aufgestellt, und B es- 
set hat ihn fftr den Fall bewiesen, in welchem die Dicke der 
Linsen nicht vernachlässigt wird. 

Setzt man in XH a » o, setzt man also voraus, dass der 
leuchtende Pnpkt die Linse und zwar an ihrer Ase ber&hre, so 
erhält man 

(2) d:n 

"*(3,2)""n-^l d » 

und wenn man diesen Werth von d, oder der Linsendicke, ab- 
zieht, so ergiebt sich die Verschiebung, welche der leuchtende 
Pankt erfährt, und welche bewirkt, dass er einem daröber schwe- 
benden Auge gehoben erscheint. 

Es mag nun der bisher in der Axe angenommene leuchtende 
Punkt sich ausserhalb derselben befinden; seien x und y die 
Goordinaten desselben, wo x dieselbe Bedeutung hat als vorher a, 
y jedoch die senkrecht gemessene Entfernung des Punktes von 
der Axe bezetcbnet. Es wird vorausgesetzt, dass auch für die 
Strahlen dieses Punkts die Winkel als unendlich kleine angesehen 
werden. Unter dieser Bedingung kennt man sogleich die Lage 
eines von der Linse gebrochenen Strahles, desjenigen nemlich, 
welcher vor der Brechung auf den ersten Hauptpunkt gerichtet 
ist. Er wird nach der Brechung auf den zweiten Hauptpunkt ge- 
richtet sein, und zwar unter demselben Winkel, welcher aus den 
Grössen x und y und aus dJer Lage des ersten Hauptpunkts ab 
bekannt anzusehen ist. Um den Ort des Bildes zu erfahren, ist 
die Lage eines zweiten gebrochenen Strahls zu wissen nöthig 
dessen Dnrchschhittspunkt mit dem ersteren, für den Fall unend- 
lich kleiner Winkel den Ort des BUdes bedeutet. Wählt man 
hierzu den Strahl, der auf den Axenpunkt der vorderen linsen- 
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mche geriebtat ist, so ist der Wiakd, den er nit der Axe ▼•f 

der Brechang bildet, oder w ss ^, und dieser Strahl wird, dem 

Obigen zofolge, nach der enten Brechang auf eben Punkt in der 

(2) 
Axe gerichtet sein, der um die Grössen t ^^v. von der hinteren 

Fliehe der Linse entfernt lii^ Nach der sweitm Breehnng bild« 
der^ Strahl den Winkel f mit dar Axe, so hat man nach Mhereo 
GMehnngen ymm(3^i)w, nnd da hier aesO, so ist fregen der Na« 
tnr der Ansdrdcke onter der Klammer 'yw (3,2) w. ' 

Nennt man nunmehr Xi und j^ die Coordinaten des Pnnk« 
tes« n o beide Strahlen sich sehneiden und also onter der gemaeb^ 
ten yoraussetsnng, der leoehtende Punkt sich abbiUst, ao ergiebt 
ttch leieht 

(2)-^(2,l)x^ 

Wie man sieht, ist dieser Werth von x^ nur von x abhSn- 
gig, aber nicht von y. Er bleibt also ungefindert, der leuchtende 
Punkt Hege nun In der Axe oder ausserhalb, wenn nnr x daes^bf) 
Meibt Man kann dies Resuttat auch so anadrüekeu: WeuQ als 
Object ein Sjstem von Punkten gegeben ist, die sich in mner 
und dersdben Ebene, senkrecht auf der Axe der lause» beSndoo« 
dann werden die Bilder dieser Punkte ^ifbfsUs in einer nnd 
derselben Ebene liegen, die seokreobt anf der Axe geridatet ift. 

Somit ist hier nocb nichts von einer Kriiiiimoiig des Sildatf 
wie die Erfahrung sie uns vorher an den Uusoo gezeigt bat^ 
AUein das Vorige gilt nur i&r Objecto von so gemiger Ausdeh- 
nung, daas die Anaabme unendljcb kleiner Winkel geatatl«t lAr 
und für so kleine Objecto Usst auch das Esfieriment keine Krfin^ 
muog wabrnebmen. Anders jedoch vorb&lt sich difs Sa^ wen 
man das Gesiehtsfeld grosser eiHunimt, so das man jßv den Win* 
kel, dtsn dasselbe nmecl^iesst, die Vowi^^ntaniig unendlich kiciufr 
Winkel aufgeben mass. Dieiutaressaptere von den im Obigen be^ 
qproekeneu Erscheinungen bietet die plankonvexe («fose d|ir, ip^ 
iob werde an einer bestiipQ^teo, ipir vorliegeodfai lime diefor 
Art neigen, dass dasjenige, was das Auge ober die Kr&mnmng« 
fiber die verschiedene Krü^unung, je nachdem die liinae tß^ 
b^en v?Hd, behauptet, voUkommoo b^fij^detseiv nnd d^tff diif* 
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adUi« aho ien rdatban Ort der gesehenen Pankte viohtig benr* 
theile. 

Ea aei demnach eine planconvexe Linse von einem Radios 
Tmk7 liniea, Toa einer Dteke ■» 2'^^ und eineni Wertbe Ten 
nfl»l,53. Die Oeffnnng der Linse setae ich abaichtlicb so klein 
(«M^g«lel Linie), dasa die Abwddiang wegen der Kngelgeatall 
ganz imerheblieh sei. In der Axe der Linse nnd 63^^^ von ihrer ~ 
Vorderfläche entfernt, befinde sich ein lenehtender Pnnkt, so wird 
die Entfernung seines Bildes nach den vorigen Formeln betragen: 

15^^404, wenn die eonvexe Seite dem Object angewandt ist. 

*6'%621 - - phine ... . . 

* Es befinde sieh nnn ein «weiter leuchtender Punkt vor der 
Linsci dessen Coordinaten x und y req»eetive 63^'^ und 10'^' be« 
tragen, ao dass dieser Punkt also mit dem vorigen in einer und, 
derselben senkrecht auf der Axe gerichteten jLinie Uege, und mtt 
dieser Axe an der Vorderfliehe einen Winkel von 9* 1' 10'' 
biUe, ffir welchen die Annahme des Dnendlidi kleinen nieht er« 
lanbt ist» Nimmt man von diesem leuchtenden Punkt awei Strdi^ 
len^ dett einen gerichtet auf die vordere Fläche der Linse, dia wo 
aie die Axe trifft, den zweiten auf einen um 0"',25 entievnterea 
Punkt (wekhes der letzte Strahl ist, der von der vorderen FUl« 
ehe noflji gabroehen werden könnte) und fährt man die fieehk 
nung nach den strengen Formeln, so erhält oum x, oder die Goor- 
dinate des abgebildeten Punkfes vcm der hinteren Fläohe der Linse 
gemessen: 

14'^^4fi8, wenn die eonvexe Seile der Linse nach dem Objeet 
gekdirt ist, 
15^66, wenn die plane Seite der Linse naeh dem Objeet go< 

kehrt ist 
Hfavaoa ergiebt sich also, dass feser Punkt ausserhalb der 
Att sieh in beiden Lagen, der Linse näher abbilden wird, als der 
Ffw%t in der Axe selbst, und dasa foigUeh die' geraden LImh ins 
BiUe sich ao krtamen werden, wie die Er&hünog es zeigt, und 
im Ange es beortbeilt. 

FiS Mgt »weitena, dasa bei d« einen Stellung der Linse, 
wtan nemlioh die eonvexe Seite naeh dem Oii|eel geisehrt iat, 
die KrfiointMHig der abgebildeten geraden Linie stärker sein wirdy 
nla in der entgageogasetalen Laga. In dem erster«» Fatt iat nenH 
lieb 4i« Differan« der fiUdweiten beider Pankte 0'%93S, wSbrenA 
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dieidbe bei der eulgegtngetetsten Stellmig der Linse nur ^'*'fi6& 
betrSgt 

Diese Resultate blriben dem WesentUdien nach ange&idert, 
wenn das Objeet entfernter angenommen wird) allein die Unter« 
aobiede sind dann nicht so bedeutend« Steht die oonvexe Seite 
dem Objeet zugewandt 9 und ist dasselbe ein unendlieh entfern- 
ter Punkt in der Axe» so findet man f&r die vorige Linse die 
Entfernung des Brennpunkts 11 '^',90. 

Bildet der leuchtende Punkt, wie vorher mit der Axe doi 
Winkel 9* V 10'^ und ist derselbe wiederum unendlich entfernt, 
so findet man ffir x, den Werthll'''35. Somit beträgt der Unter- 
schied der Brennwdten 0'^^,55y wenn die convexe Seite die pa- 
rallelen Strahlen empfingt; sie beträgt dagegen nur 0%43 
(■vtl3^^',21— 12,78) wenn die ebene Seite nach dem strahlenden 
Punkt hinweist. 

Wie man sieht, ist die Krümmung der ebenen Objecte im 
Bilde einer und derselben Linse, desto unmerklicher, je weiter das 
Objeet von der Linse sidi entfernt, obgleich der Gesichtswinkd 
dersiAe bleibt; femer ist auch der Unterschied der Krfimmnng, 
je nachdem die Linse gehalten wird, unbedeutender bei den ent<« 
fernteren Gegenständen. Daher kömmt, dass bei den Objeetivlm- 
acn der Fernrdhre, wenn sie planconrex sind, die convexe Sdte 
nach Aussen gewandt werden kann. 

Wir sind nunmehr ku dem Punkt gelangt, wohin wir diese 
Untersuchung su fuhren beabsichtigten. Ein einziges Ange genfigt 
also der Aufgabe, den relativen Ort der gesehenen Objecte »u 
bestimmen, nnd daher das Relief lu' beuriheilen. Es benutzt dazu 
die. Adaptirung,' nnd daher kann man das Vorhergehende aneh als 
einen Beweis für diese Thätigkeit ansehen, die man dem Auge so 
häufig hat absprechen wollen. Ja nicht blosb dieser Thätigkeit 
bedarf es, sondern auch des fiewusstseitts darüber, sonst wird 
man die besprochenen Thatsachen nicht erklären. Eine Sehwierigkdt 
seheint bei der Adaption vorhanden zu sein, nämlich die Sicher« 
heit zu erklären, womit das Ange sie bewirkt. Auf einen Punkt 
gerichtet, adaptirt es sich sehr rasch nnd man spürt nichts von 
daem Sehwanken, einem Probiren, dem wir uns unterziehen mfis- 
^en, wenn wir ein optisches Instrument einstdien w<Men, da wir 
ans dem Anfangs undeutlichen Bilde nicht abnehmen, nadi wel- 
Aer Richtung die nothweodige Veränderung getroffen werden 
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tavas. Allerdings ist ein einsiges Aoge fiber die rehtiye Lage 
Kweier Punkte 9 ifvenn ilire Entfernung sich wenig unteracheidet^ 
nnsicher; allein dann ist der Unterschied in der Adaptirung un- 
bedeutend, und das Auge yerbleibt in der Unsidierheit, wenn ea 
nicht durch die Hülfe des anderen Auges unterstittat wird. Ist 
der Unterschied dagegen grösser, betrachtet man z. B« das BSd, 
welches eine.convexe Linse giebt, dann beurtheiit das Auge ohne 
Schwanken die gekrümmte Gestalt von Gegenständen, die ihm 
sogar anderweitig als eben bekannt sind. Die Sicherheit ist in 
diesem Fall so gross, und die Erscheinung stellt sich jedem Auge, 
^ sdbst wenn es niemak zu dergleichen Versuchen hinzugezogen 
worden, mit solcher Leichtigkeit dar, dass die Vermuthung eriaubt 
ist, die Adaptirung spiele bei der Beurteilung des ReUefa im All* 
g^Qidnen eine wichtige, nicht bloss secundfire Rolle. 



Das Blyopodiorthoticon. 

Unter diesem Namen hat Berthold in Gdttingen «n Instrn- 
ment beschrieben *), welches die Aufgabe hat, den Fehler der 
Kurzsichtigkeit zu verbessern. Folgende Beschreibung wird das- 
selbe, so viel zur Ausführung nöthig ist, erkennen lassen« An ei- 
nem nach gewöhnlicher Art eingerichteten Lesepulte sind zwei 
aufrecht stehende Säulen befestigt, auf Welchen eine horizontale 
Querleiste hinauf und herunter bewegt, und in einer beliebigen, 
mittelst einer angebrachten Skala zu messenden Entfernung, befe- 
festigt werden kann. Die Queerleiste trägt in ihrer Mitte ein 
Brett mit einem Ausschnitt für die Nasenwurzel, um den Kopf 
darauf zu legen, una die Augen in einer bestimmten Entfernung 
von einem auf dem Pulte liegenden Buch zu erhalten, beträgt 
diese Entfernung das Maximum derjenigen, in vvelcher der Kurz- 
aichtige noch bequem zu lese» vermag, und übt er dies einige 
Zeit, so kann er die Queerleiste nun höher stellen und so fort- 
sdireitend in immer grösseren Entfernungen lesen. 

Ich habe ein solches Instrument anfertigen lassen, und sowohl 
an mir als einigen anderen Personen Versuche mit demselben an« 
gestellt^ welcho Berthold's Erfahrungen vollkommen bestätigten« 
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NittenlUdi ist es etsmii mtiner ZaMrer gelangen, 4m Bach nadi 
26 Tiges achaa «m 14 Lioien entfernter ron den Angen «i ktl- 
len »bAofiiilgii. Dass aber iBe Karztiehtigkeit im Allgemeinen da- 
bei yermindert worden «ei, acheint mir ans Grftaden nieht wabr- 
saheinlkh, die ich anfahren nerde. Um hierflber meft«ende Ver- 
ittcbe anzustellen, hatte ich vor und während des Gebrauchs des 
lastmments das im Abschnitt fiber die Adaplimng beschriebene 
Instpnment angewandt. Obgleich dasselbe keine grosse Genauig- 
keit snilsst, so konnte es doch dain dienen, eine etwas bctrftcht- 
Iwhe Terindemng in der G&te des Anges ananaeigen. Bei dem 
erwähnten Stndirenden fand sich die grösste £ntfernniig für das 
Einfacbsehen der Spitse, vor dem Gebraadi des Inslrnmcnts aa 
62\''fi als Mittel werth ans fQnf yersnchok. Nach dem Gebraneh 
des Instruments fand sich dieselbe Entfernnng an drei anf «mm^ 
der folgenden Tagen, nnd zwar wiederum im Mittel ans fönf Ver- 
suchen «B 53,1 53,3 51,4. 

In der Zwischenzeit war die Seheweite, wie gesagt, um 14^'^ 
grösser geworden^ wovon, wie man siteht, das Optometer wenig 
•der nichts angiebt. Die anter eich abweichendes Werthe kom- 
OMtt anf Rechnung der Unsicherheit des Optometers, die sich bm 
d«r ^'dssten Soigfalt nicht Termeiden Usst. So etgab s. B» die 
eine Beobaehtnngsreihe folgende Werthe 52, 

54, 

62fi 

SOfi 

56.5 
Mittel 53,1 
Nur das lehren diese Versuche am Optometer, dass die Kora- 
sinhtigkeitj wenn fibarhanpt, dann doch nicht in dem Maasse ab-^ 
toahm, als die Leseweite grösser wurde. Es mnss also einen Um- 
stand geben, der di« Leseweite tu yergröisem yermag, ohne dass 
gerade die Gflte des Auges sidi varttndere, nnd diesen erklire ich 
mir bei dem Gebrauch des Berthold'scheii Instruments auf M« 
gende Art. Das Lesen wird durch ein sehr oberflächliches, r»- 
aches Sehen bewirkt, wobei nur eiknelne Buehataben, die Form 
der Worte wahi^nommen, dabei Vorangehendes und seibat das, 
was folgt, mit berttdksichtigt wird. WiU man sieh iron diesem 
oberflächlichen Sehen überzeugen, so beachte man, welche ganz 
andere Anstrengung es erfordert, wenn min^'^Gedrudctes fär die 



V^ktv dis Aftg«. 411 

Cdrreelttr sn 1«mii lul, obgliidi «od bitr.itotfh niekt das GwMie- 
«le Sefacii am^wündt wird« Was Dua dae gawMbaKohei obar- 
MeUieba Sekea aobelriff^ ao ist.hiariD, mit Basiif; auf }ade Art 
▼an pb}actaB) aine Uetniii|; iii5^1ich; daa Ai^ gawiimt mahr «ad 
»ehr KeEmaeiahan^ dia aehl Gaachltft aiieiefa^rn, wie das Jedaai, 
dar aeiiia Siniie baachtat, bmläogliah bakaaitt iat. Gawdhnt nan 
aicb eine Zeit laog dieselbe Art Gedrucktes zu, lasaa, nie Bar- 
thold dies anrätb, daDn wird die Folge aein^ dass man dasselbe 
noch leiebter als Anfangs erkeniltj und so tvird man ea bald ent* 
fernter halten können. Ich glanbe, dass bei dem Gebrauch, des 
Instruments nichts anderes eintrete, und dass, wo dieser Zwedc 
beabsichtigt wird, es gnte Dienste leisten wird. 

Da jedoch der Gegenstand das Inleresse so yieler Menschen 
berührt, so überlasse ich die Entscheidung hierfibcK den Sach- 
kennern und erlaube mir noch folgende hierher gehörige Betradi- 
tnngen belzofögen. 

Man scheint ziemlich allgemein anannehmen, dass die Korz- 
sichtigkeit durch häufiges Sehen in grosse Entfernungen gehoben 
oder doch vermindert werden könne, und beruft sich dabei einer- 
seits auf Leute, wie Schiffer, Jäger, welche in grosse Enlfemon- 
gen sehen, und weitsichtig sind, ond andererseits auf Leute, de- 
ren Beschäftigungen in grosse Nähe ToUführt werden, und welche 
knrzsithtig sind. So überaus häufig Erfahrungen dieser Art auch 
sein mögen, so hat es doch wohl noch Bedenken, ob das, was 
man daraus schliesst, auch wirklich daraus folge. Nach dem, was 
so eben über das oberflächliche Sehen und über die Uebung he« 
merkt worden ist, welche das Auge im Erkennen von Gegenatän« 
den sich aneignet, ist es begreiflich, dass Jemand, auch wenn er 
noch so geeignete Augen hat, auf der Jagd oder von entfernten 
SchtfiEen das nicht erkennen wird, wiis der in dergleichen Dingen 
Geübte mit Leichtigkeit erkennt. Etwas Aehnliches findet mit 
Bezug auf das Erkennen sehr naher Gegenstände statt. Dem gu- 
ten Aoge wird diea Anfangs nicht leicht; aber die Uebung wird 
anch hier viel thun; aie wird nach einiger Zeit ein Erkennen 
von gewiasen Objecten in grosser Nähe möglich machen, obgleich 
daa Auge hierbei nicht kurzsichtiger geworden ist. if ierzu kömmt 
noch eine Betrachtung, die für den vorliegenden Gegenstand nicht 
unberückaichtigt bleiben dürfte. Individuen, welche von ihrer Ju- 
gend an kurzsichtig sind, werden achon desshalb, und zwar mit 
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einiger NothweDdigkeit, auf BeMUfU^uig Jugtitfirt, die in grog. 
•er Nihe rergenomnien werden, nmgekdirt diejenigen, welehe 
von Jagend aof weitiichtig lind« Wenn inan folgiich BeeehMi- 
gang in groeter Nihe mit Kantichligkeil und BefehSfttgang in 
groMer Entfernung mit WeitMchUgkeit b^leitet sieht, «o wird 
man «leb in hüten haben, hierbei Ursache und Wiilcang nicht 
m verwechsdn. — 

Königiberg, im Oeleber 1841. 
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